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内 容 简介 


本 书 主要 以 平面 有 向 度量 为 研究 对 象 ,以 平面 有 向 度量 定 值 法 为 研究 方 
法 ,构造 平 而 有 向 度量 的 定 值 定理 ， 创 立 平 面 有 向 几何 学 的 知识 体系 . 内 容 主 
要 包括 两 点 间 有 向 距离 、 点 到 直线 间 有 向 距离 公式 及 应 用 ,二 次 曲线 中 有 向 距 
离 的 定 值 定理 及 应 用 ,多边 形 ,分 点 多 边 形 和 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 及 应 用 
内 (外 ) 多 边 形 、 垂 足 多 边 形 、 各 类 二 次 曲线 切 多 边 形 和 一 般 圆 锥 曲线 外 切 多 边 
形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 应 用 等 . 它 对 开拓 数学 的 研究 领域 , 揭示 事物 之 间 
本 质 的 联系 ,探索 数学 研究 的 新 思想 、 新 方法 具有 重要 的 理论 意义 ; 对 丰富 几 
何 学 各 学 科 、 以 及 相关 数学 学 科 的 教学 内 容 , 促进 大 、 中 学 数学 教学 内 容 改 革 
的 发 展 具有 重要 的 现实 意义 ; 此 外 , 有 向 几何 学 的 研究 成 果 和 研究 方法 ， 对 数 
学 定理 的 机 械 化 证 明 也 具有 重要 的 应 用 和 参考 价值 . 

本 书 可 供 数 学 人 研究 工作 者 、 大 学 和 中 学 数学 教师 、 大 学 数学 专业 学 生 和 研 
究 生 以 及 高 中 生 阅 读 ， 可 以 作为 平面 有 向 几何 学 和 中 学 数学 竞赛 的 教材 ， 也 可 
供 相关 学 科 专 业 师 生 参考 . 
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“有 向 ”是 自然 科学 中 的 一 个 十 分 重要 而 又 应 用 非常 广泛 的 概念 . 我 们 经 常 遇 
到 的 有 向 数学 模型 无 外 乎 如 下 两 类 : 

一 是 “ 泛 物 ”的 有 向 性 . 如 微 积 分 学 中 的 左右 极限 、 左 右 连 续 、 左 右 导数 等 用 
到 的 量 的 有 向 性 , 定 积分 中 用 到 的 线段 ( 即 区 间 ) 的 有 向 性 , 对 坐标 的 曲线 积分 用 到 
的 曲线 的 有 向 性 , 对 坐标 的 曲面 积分 用 到 的 曲面 的 有 向 性 等 , 这 些 都 是 有 向 性 的 例 
CT. 尽管 这 里 的 问题 很 不 相同 , 但 是 它们 都 只 有 正 、 负 两 个 方向 , 因此 称 为 “ 泛 物 ” 
的 有 向 性 . 然而 , 这 里 的 有 向 性 没有 可 加 性 , 不 便 运 算 . 

二 是 “ 泛 向 ”的 有 向 量 , 亦 即 我 们 在 数学 与 物理 中 广泛 使 用 的 向 量 . 我 们 知道 ， 
这 里 的 向 量 有 无 穷 多 个 方向 , 而 且 两 个 方向 不 同 的 向 量 相 加 通常 得 到 一 个 方向 不 同 
的 向 量 . 因此 , RIRA S WANE. 这 种 “ 泛 向 ”的 有 向 数学 模型 , 对 我 们 
来 说 方向 太 多 , 不 便 应 用 . 

然而 , 正 是 由 于 “ 泛 向 ”有 向 量 的 可 加 性 与 “ 泛 物 ”有 向 性 的 二 值 性 , 启示 我 们 
研究 一 种 既 有 二 值 有 向 性 又 有 可 加 性 的 几何 量 . 一 维 空间 的 有 向 距离 , 二 维 空间 的 
有 向 面积 , 三 维 空间 乃至 一 般 的 维 空间 的 有 向 体积 等 , 都 是 这 种 几何 量 的 例子 . 
一 般 地 , 我 们 把 带 有 方向 的 度量 称 为 有 向 度量 . 

“有 向 度量 ”并 不 是 数学 中 一 个 全 新 的 概念 , 各 种 有 向 度量 的 概念 散 见 于 一 些 
数学 文献 中 . 但 是 , 有 向 度量 的 概念 并 未 发 展 成 为 数学 中 的 一 个 重要 概念 . 有 向 度 
量 的 应 用 仅仅 局 限于 其 “有 向 性 ”", 而 极 少 触及 其 “可 加 性 ”. 要 使 有 向 度量 的 概念 
变 得 更 加 有 用 , 要 发 现 各 种 有 向 度量 的 规律 性 , 使 有 向 度量 的 知识 系统 化 , 就 必须 
对 有 向 度量 进行 深入 的 研究 , 创立 一 门 独立 的 几何 学 一 一 有 向 几何 学 . 为 此 , 必须 
明确 有 向 几何 学 的 研究 对 象 , 确立 有 向 几何 学 的 研究 方法 , 构建 有 向 几何 学 的 知识 
体系 . 这 对 开拓 数学 研究 的 领域 , 揭示 事物 之 间 本 质 的 联系 , 探索 数学 研究 的 新 思 
想 、 新 方法 具有 重要 的 理论 意义 ; 对 丰富 几何 学 各 学 科 以 及 相关 数学 学 科 , 特别 是 
数学 分 析 、 高 等 代数 等 学 科 的 教学 内 容 , 促进 高 等 学 校 数学 教学 内 容 改革 的 发 展 具 
有 重要 的 现实 意义 ; 此 外 , 有 向 几何 学 的 研究 成 果 和 研究 方法 , 对 数学 定理 的 机 械 
化 证 明 也 具有 重要 的 应 用 和 参考 价值 . 

就 我 们 所 知 , 著名 数学 家 希 尔 伯 特 在 他 的 数学 名 著 《 直 观 几 何 》 中 , 利用 三 角 
形 的 有 向 面积 证 明了 一 个 简单 的 几何 问题 , 这 是 历史 上 较 早 的 使 用 有 向 面积 证 题 的 
例子 . 20 世纪 50~60 年 代 , 著名 数学 家 Wilhelm Blaschke 在 他 的 《 圆 与 球 》 中 , F 
用 有 向 面积 深入 地 讨论 了 圆 的 极 小 性 问题 , 这 是 历史 上 比较 系统 地 使 用 有 向 面积 法 
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解决 问题 的 例子 . 但 是 , 有 向 面积 法 并 未 发 展 成 一 种 普遍 使 用 而 又 十 分 有 效 的 方法 . 

20 世纪 80—90 ER, 我 国 著名 数学 家 吴 文 俊 院士 和 张 景 中 院士 , 开创 了 数学 
机 械 化 的 研究 , 而 计算 机 中 使 用 的 距离 和 面积 都 是 有 向 的 , 因此 数学 机 械 化 的 研究 
拓 广 了 有 向 距离 和 有 回 面 积 应 用 的 范围 . 特别 是 张 景 中 院士 十 分 注重 面积 关系 在 数 
学 机 器 证 明 中 的 作用 , 指出 面积 关系 是 “数学 中 的 一 个 重要 关系 ”, 并 利用 面积 关系 
创立 了 一 种 可 读 的 数学 机 器 证 明 方法 一 一 即 所 谓 的 消 点 法 , 也 称 为 面积 法 . 

近年 来 , 我 们 在 分 析 与 借鉴 上 述 两 种 思想 方法 的 基础 上 , 发 展 了 一 种 研究 有 问 
几何 问题 的 方法 , 即 所 谓 的 有 向 度量 定 值 法 . 除 上 述 提 到 的 两 个 原因 外 , 我 们 也 受 
到 如 下 两 种 数学 思想 方法 的 影响 . 

一 是 数学 建 模 的 思想 方法 . 我 们 知道 , 一 个 数学 模型 通常 不 是 一 个 简单 的 数学 
结论 . 它 往往 包含 一 个 或 多 个 参数 , 只 要 给 定 参 数 的 一 个 值 , 就 可 以 得 出 一 个 相应 
的 结论 . 这 与 经 典 几 何 学 中 一 个 一 个 的 、 较 少 体现 知识 之 间 联 系 的 结论 形成 了 鲜明 
的 对 照 . 因此 , 我 们 自然 会 问 , 几何 学 中 能 建立 涵盖 面 如 此 广泛 的 结论 吗 ? 这 样 , 寻 
找 几 何 学 中 联系 不 同 结论 的 参数 , 进行 几何 学 中 的 数学 建 模 , 就 成 为 我 们 研究 有 向 
几何 问题 的 一 个 重点 . 

二 是 函数 论 中 的 连续 与 不 动 点 的 思想 方法 . 我 们 知道 , 经 典 几 何 学 中 的 结论 通 
常 是 离散 的 , 一 个 结论 就 要 给 出 一 个 证 明 , 比较 麻烦 . 我 们 能 否 引 进 一 个 连续 变化 
的 量 , 使 得 对 于 变量 的 每 一 个 值 , 某 个 几何 量 或 某 几 个 几何 量 之 间 的 关系 始终 是 不 
变 的 . 这样, 构造 几何 量 之 间 的 定 值 模型 就 成 为 我 们 研究 有 向 几何 问题 的 一 个 突 
破 口 . 

尽管 几何 定 值 问题 的 研究 较 早 , 一 些 方面 的 研究 也 比较 深入 , 但 有 向 度量 定 值 
问题 的 研究 尚 处 于 起 步 阶段 . 近年 来 , 我 们 研究 了 有 向 距离 、 有 向 面积 定 值 的 一 些 
问题 , 得 到 了 一 些 比较 好 的 结果 , 并 揭示 了 这 些 结果 与 一 些 著名 的 几何 结论 之 间 的 
联系 . 不 仅 使 很 多 著名 的 几何 定理 一 一 Euler 定理 、Pappus 定理 、Pappus 公式 、 贿 
WEEE, Servois 定理 、 中 线 定理 、Harcourt Æ, Carnot 定理 、Brahmagupta 定 
理 、 切线 与 辅助 圆 定理 、Anthemius 定理 、 焦 点 和 切线 的 Apollonius 定理 、Zerr 定 
理 、 配 极 定理 、Salmon 定理 、 二 次 曲线 的 Pappus 定理 、 两 直线 上 的 Pappus 定 
理 、Desarques Æ, Ceva EH, FRKA AE, HAAR Apollonius 定理 、 
正弦 及 余弦 差 角 公 式 、Weitzentock 不 等 式 、 默 比 乌 斯 定理 、Monge AI, Gauss 五 
边 形 公式 、Erdos-Mordell 不 等 式 、Gauss 定理 、Gergonne 定理 、 梯 形 的 施 泰 纳 定 
理 、 拿 破 仑 三 角形 定理 、Cesaro 定理 、 三 角形 的 中 垂 线 定理 、Simson 定理 、 三 角形 
的 共 点 线 定理 、 完 全 四 边 形 的 Simson REM, ARE, Neuberg 定理 、 共 点 线 
的 施 泰 纳 定理 、Zvonko Cerin's 定理 、 双 重 透 视 定 理 、 三 重 透 视 定 理 、Pappus 重心 
定理 、 角 平分 线 定理 和 一 大 批 数 学 竞赛 题 在 有 向 度量 的 思想 方法 下 得 到 了 推广 或 
证 明 , 有 向 度量 如 Menelans 定理 、Newton 定理 、Brianchon 定理 等 结论 之 间 的 内 
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在 联系 . 显示 出 有 向 面积 定 值 法 的 新 颖 性 、 综 合 性 、 有 效 性 和 简洁 性 . 特别 是 三 角 
形 、 四 边 形 和 在 二 次 曲线 外 切 多 边 形 中 有 向 面积 定 值 问题 的 研究 , 涵盖 面 广 、 内 容 
丰富 、 结 论 优美 , 并 引起 了 国内 外 数学 界 的 关注 . 

打 个 比方 说 , 如 果 我 们 把 经 典 的 几何 定理 看 成 是 一 颗 颗 的 珍珠 , 那么 几何 有 向 
度量 的 定 值 定理 就 像 一 条 条 的 项 链 , 把 一 些 看 似 没有 联系 的 若干 几何 定理 串 连 起 
来 , 形成 一 个 完美 的 整体 . 因此 , 几何 有 向 度量 的 定 值 定理 更 能 体现 事物 之 间 的 联 
系 , 揭示 事物 的 本 质 . 

在 这 些 研究 的 基础 上 , 我 们 一 方面 不 仅 可 以 继续 深入 研究 平面 有 向 度量 定 值 问 
题 , 而 且 可 以 系统 地 总 结 已 有 的 结果 , 对 有 向 几何 学 (平面 部 分 ) 的 研究 对 象 、 研 究 
DE WAART ARER, 构建 平面 有 向 几何 学 的 知识 体系 ; 另 一 方面 , 也 可 
以 把 平面 有 向 度量 定 值 法 推广 到 一 般 的 N 维 空间 中 去 , 从 而 研究 一 般 N 维 空间 中 
有 向 度量 的 定 值 问题 . 本 书 仅仅 是 上 述 构想 的 一 个 尝试 , 希望 起 到 抛砖引玉 的 作用 . 
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第 1 章 两 点 间 的 有 向 距离 及 其 应 用 


1.1 两 点 间 的 有 向 距离 公式 


两 点 间 的 有 向 距离 , 就 是 最 简单 的 一 维 图 形 
看 , 点 是 最 简单 的 图 形 
之 间 的 有 向 距离 . 

两 点 间 的 有 向 距离 不 仅 与 点 , 而 且 与 点 的 先后 次 序 有 关 , 因此 必须 把 两 点 相同 
但 首尾 不 同 的 线段 P, P), P, P, 区 别 开 来 . 

本 节 首 先 给 出 两 点 间 的 有 向 距离 的 概念 有 向 距离 公式 与 性 质 , 再 介绍 有 向 距 
离 的 一 些 结论 和 有 向 距离 的 简单 应 用 , 包括 Chasle's 定理 、Euler 定理 、Pappus Æ 
H, 线段 调和 分 割 定理 、Stewart 定理 、Pappus 公式 等 的 证 明 或 推广 . 


1.1.1 ”两 点 间 有 向 距离 的 概念 、 性质 与 公式 


定义 1.1.1 设 记 ,已 是 久 轴 上 的 两 点 , Pi, Po RIERA dp, p, 则 线段 P. P; 
的 有 向 距离 , 也 就 是 点 P, 到 p> 间 的 有 向 距离 定义 为 


线段 的 有 向 距离 . 从 几何 上 来 
零 维 的 图 形 , 因此 两 点 的 距离 可 以 看 成 是 两 个 零 维 图 形 


Dp, p, = +dp,P,, 


其 中 , >4 P, — 忆 的 方向 与 u 轴 的 正 向 相同 时 , 取 “+?” 号 , 相反 时 取 “--” 号 . 
特别 , 34 P, P, 重合 时 , 我 们 把 点 看 成 是 线段 的 特殊 情形 , 并 规定 其 距离 为 零 . 
显然 , Dp, p, = 一 Dp,p,. 
定理 1.1.1 X Pi, P; Æ z 轴 上 的 两 点 , 它们 坐标 分 别 为 zt, za, 则 线段 P, P; 

的 有 向 距离 为 

Dp, p, = Z2 — 71. (1.1.1) 
证 明 ”如 图 1.1.1 所 示 . 因为 Pi, P». 两 点 间 的 距离 dpp, = |z2 — zi], 所 以 


Dp,p, = +|z2 = zıl- 


图 1.1.1 线段 的 有 向 距离 


当 P => P; 的 方向 与 T 轴 的 正 向 相同 时 ， Z9 > is 故 Dp, p; = |z2 — zıl = T2 — T1; 
当 P, — f 的 方向 与 T 轴 的 正 向 相反 时 ， Z9 < Ti, 故 Dp, p, = — |z2 — qu = 
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—(zi— 23) = zə — 31; 当 Pi, P 重合 时 , zi = zə, W Dp, p, = 0. AWA (1.1.1) 
成 立 . 


定理 1.1.2 W P, Px; Qi, Q2 是 z 轴 上 的 四 点 , 它们 坐标 分 别 为 m1, 22124, 25; 
则 


Dp,P, = kDQ,Q, © 22 — z1 = k(z5 — z4). 
证 明 ”由 定理 1.1.1 即 得 . 
1.1.2 ”两 点 间 有 向 距离 的 基本 结论 
定理 1.1.3 X P,, Pono P, 是 一 直线 上 的 n 个 点 , 则 
Dp,p, + Dp,p, t + Dp, _,p,, = DP Pa- 


HERA W Pi, Ps , Pn 的 坐标 分 别 为 zt, za …… ,zn, 则 由 定理 11.1 得 


Dp, p, = 22 — 71, Dp,P, = 23 — 22,::: , Dp, ,P, = Zn — Zn—1: 


Dp,n, + D p,p, - ----Dp, n, 
=(z2 — 71) =+ (za — T2) 十 十 (ön 一 Ün=t) = Üp — mi = Dp, Pn- 


ik1.1.4 24 7 = 3 Hj, 定理 1.1.3 即 为 著名 的 Chasle's 定理 . 
定理 1.1.4(Euler 定理 )” 设 Pi, P5, P3, P4 是 一 直线 上 的 四 点 , 则 


Dp, p; d Dp,p, + Dp, š Dp, Ps = Dp, Ps ` Dp,p,. 
证 阴 设 Pj, P5, P3, Pa 的 坐标 分 别 为 T1, T2, T3, T4, 则 
Dp, p, : Dp, p, + Dp,P, ' Dp, Ps 
=(zə2 — z1)(z4a — z3) + (z4 — z1)(za — Z2) 
一 Z122 + 3134 — 12:33 一 TI1T4 


—(£3 一 Z1)(z4 — £2) = Dp, p, : DP p,. 


注 1.1.2 EER 1.1.4 可 以 看 成 是 托 勒 密 定理 中 国 变 成 直线 的 特殊 情形 . 
定理 1.1.5(Pappus Æ)! — (1) 设 A, B,C, D 是 一 条 直线 上 的 四 点 , 则 


D? a: Dpc + Dbg: Doca D5o- Das + Dgo: Dca : Dag = 0; 


(2) € M,N 分 别 是 分 有 疝 线段 AB 成 定 比 mm : n,m : (—n)(m > n > 0) 的 内 
分 点 和 外 分 点 , O 为 MN 的 中 点 , 则 
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Dbm = Dòn = Doa: Dos. 
证 明 (1) 如 图 1.1.2 所 示 . 以 D 为 坐标 原点 建立 坐标 轴 , 并 设 A, B,C 的 坐 
标 分 别 为 21,22, 23. 


—————Á———M——— 
D(0) A(zi) C(s) B(z;) T 


图 1.1.2 直线 上 任意 的 四 点 
于 是 
D24:Dnpc + Dbg : Dca + Dho: Dasg + Dpc : Dca: DaB 
=r? (za — z2) + z2(z1 — z3) + z3(z2 — zi) + (z3 — z3)(z1 — z3)(z2 — z1) 
一 (Z1 — z2)(z1z3 + Z273 — Z21272) + (£2 — zi)(rirs 一 Z172 + 223) = 0. 


(2) 如 图 1.1.3 所 示 . 以 O 为 坐标 原点 建立 坐标 轴 , 并 设 A, B, M, N 的 坐标 分 
别 为 £1, T2, £, ~T. 


4(zU N(-2) B(x) O(0) M(x) z 
图 1.1.3 ”线段 的 定 比分 点 


于 是 由 
Dam m _ Dan 
Dug n Dyp’ 
f 
Z 一 Z1 —— —r—Zj T+T 
Z2—Z tatr m +z 
从 而 


(z — zi)(z2 + z) = (£2 — z)(z + 21) > z2 = zizə > Dà, = DYN = Doa Don. 


定理 1.1.6 3X M,N 分 别 是 有 向 线段 AB 及 其 延长 线 上 的 点 ，(1) 若 点 对 
M,N 调和 分 割 点 对 A.B, B. Dbm = D2y = Doa: Don, N) O X MN 的 中 点 ; 
(2) # O X MN 的 中 点 , 且 D2 u = D2N = Doa: Dos, WAX M, N 调和 分 割 点 
对 A, B. 

证 明 ”如 图 1.1.4 所 示 . 以 AB 的 中 点 G 为 原点 , AB 所 在 直线 建立 坐标 轴 ， 
FRA A, B, M, N,O 的 坐标 分 别 为 一 zx1, 01,22, 7, 2. 


—— —— J... UL. L... J IL. U... LJ J I U. 
A(—23) G  M(z; B(z) O(z) ^ N(z) j 
图 1.1.4 线段 的 调和 分 割 
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: D D " 
(1) H M,N 调和 分 割 点 对 A, B, 即 5 - A 以 及 有 向 距离 公式 得 
2 2 
Z2 十 ZL — xL NS. 
WL — 22 Ti =E T2 
, 2 2 
因此 MN 中 点 的 坐标 为 w = TTE LLL 
2 
又 由 D? m = Doa: Don 得 
2 2 
(za —a'* = (S — z(a — a) a! = SLE 
2x5 


因为 O 的 坐标 与 MN 中 点 的 坐标 相同 , 所 以 O 是 MN PA. 
(2) H D2,, = Doa :Dos 得 


2, 2 
r? +z 
(t2 — 2^? = (~x —z')z1 — 2!) > = it 2 
229 
又 因为 O 是 MN 中 点 , 所 以 
aD cu 2 
Z2 +Z _ rj) "EE. 
2 272 T2 
于 是 
Dam xoc zi Dan zt/za mi E132 , Dam _ _ DAN 
Dua z1—23' Dyg zxi—-zcz1/220 7X2— Zi DuB Dyg’ 


即 点 对 M, N 调和 分 割 点 对 A, B. 
定理 1.1.7. W P Æ AABC 的 边 BC 所 在 直线 上 任意 一 点 , W 
D? s- Dpc + Dba Dep — Dba.DBc++DBcDpcDps =0( 为 定 值 ) (1.1.2) 
证 明 ”如 图 1.115 所 示 . HX B 为 坐标 原点 ，BC 为 z 建立 直角 坐标 系 . W 
A,C, P 的 坐标 分 别 为 (a,5), (c,0), (z,0), 则 
y 


A (a,b) 


B(O) P(z,0) C(c0) x 
图 1.1.5 三 角形 BC 边 所 在 直线 上 任意 一 点 
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[91] 


D} p — a? +b?, D} 4 = (c — a)? +b, D2, = (a — T)? +b, 


Dpc = c — z, Dpc = c, Dpp = z. 
于 是 


D? g : Dpc + D24- Dpp — Db4: Deco + DacDpcDpnp 
—(a? + ?)(c — z) + ((c — a)? + b2]z — [(a — z)? + b?]c + c(c — z)z 
=cz2 + |(c — a)? +b? — (a? +b?) + 2ac]z + [(a? + b2)e — (a? + b2)c] + cele — z)a: = 0. 
ik 1.1.3 4 P E AABC 的 边 BC 上 任意 一 点 时 , 定理 1.7 BIA Stewart 
ZAN, 
推论 1.1.1(Pappus 公式 ) Ù M Æ AABC 的 边 BC 的 中 点 , W 


D? g + Dba = 2(Dua + DUB). 


证 明 ER (11.2) 中 令 P 2 BO 的 中 点 M, 并 将 Dom = Duc = -Drc fÈ 
AR (1.1.2) 即 得 . 
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本 节 主 要 讨论 两 点 间 有 向 距离 公式 在 几何 证 明 中 的 应 用 . 首先 给 出 过 平面 四 
边 形 对 角 线 交点 直线 的 一 个 性 质 及 推论 ; 其 次 给 出 平行 于 椭圆 半 轴 直线 的 一 个 性 
质 及 推论 , 从 而 推出 著名 的 蝴蝶 定理 ; 最 后 给 出 著名 的 欧 拉 定理 、Servois 定理 和 一 
些 数学 竞赛 题 等 的 推广 或 证 明 . 


1.2.1 ”过 平面 四 边 形 对 角 线 交点 直线 的 性 质 与 应 用 
定理 1.2.1 设 P, P, Ps PA 是 平面 四 边 形 (不 必 是 凸 的 ), 过 对 角 线 P. Ps, P; P. 
交点 O 的 直线 1 与 各 边 P. Pz, P, Ps, Ps P,, PAP, 的 交点 依次 为 Qi, Q2, Q3, Qa, W 
4 


s Cay od a es EN SE 


二 一 一 十 
Doo; Doo: Doos Dog, DoQ, 


š=1 
WEBB ”如 图 1.2.1 所 示 . 以 O 为 坐标 原点 , 1 为 横 轴 建立 坐标 系 . W: P, P, Pa P. 
的 顶点 坐标 为 Pim; yi)(i = 1,2,3,4). 于 是 由 P1,0, Ps 和 P,, O, P, 共 线 , 可 得 


_ T3y1 _ 1412 


ya 
Tic! T2 
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1.2.4. 过 平面 四 边 形 对 角 线 交点 直线 的 性 质 


在 P, P, 的 直线 方程 (wii — yia + (z; 一 zy = Ziyi+1 一 Zitiyi 中 , 令 y=0, 求 
得 Q, 的 横 举 标 x; = T3901 TiM 515 3.4). 于 是 


Vii — Vi 

+ _ e 1 _ zay/xi—- yo _ Mr Xiyo/Ts 

Xı zx2y— X192! X2 — zoxsyi/ai— aya — 29i — viya ` 

1 — Z4y2/T2 — vayi/i _ _ T1Y2/T3 — T2Y1/T4 

Xs  rgr4y2/22 — 9324y1/71 11y2 — T2Y1 

1  wv-may/ro _ xoyi/24 — yo 

X4 xayi— Xixay2/220 £241 — T1U2 

所 以 
4 
z L 1 1 1 1 1 1 1 1 

KM Eo cms eru = 二 十 = = s= Ü: 
€ Doo; Dog, Doos Doe。 PDoq, X Xs 2 4 


推论 1.2.1 X PPP Pi 是 平面 四 边 形 (不 必 是 凸 的 ), 过 对 角 线 P. Ps, P.P, 
交点 O 的 直线 1 与 各 边 P, P>, P, Ps, PaPa, PAP, 的 交点 依次 为 Qu; Qo, Qs, Q4. M O 
为 8Q2Q4 的 中 点 的 充 要 条 件 是 O 为 QIQ 的 中 点 . 

证 明 ”根据 定理 1.2.1 得 , O X QQ 的 中 点 e Dog, + Dog, = 0 @ 


十 
Doo; 


[m = Ü) <> Doe， + Dog; —0e60 为 Qi Qs 的 中 点 . 
1.2.2 “平行 于 椭圆 半 轴 直线 的 性 质 与 应 用 


定理 1.2.2 ” 自 椭圆 中 心 向 平行 于 其 半 轴 的 直线 ! 引 垂 线 , EEA M, 过 M 
作 两 条 直线 分 别 与 椭圆 相交 于 Pi, P, 和 PS, P, 直线 P, Ps, P, P, 分 别 交 1 于 A, B, 
则 dam = dpa. 

证 了 明 ”如 图 1.2.2 所 示 . 取 椭 圆心 为 坐标 原点 , 与 ! 平行 的 直线 为 横 轴 建立 直 
HARR, 并 设 M 到 坐标 原点 的 有 向 距离 为 d, 椭圆 的 半 轴 为 a,b. 于 是 M 的 坐 
标 为 (0, d), 椭圆 的 方程 为 

r/e + y? /? = 1. 
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设 直线 P. P>, Ps P, 的 方程 分 别 为 
y = kiz + d Ñ y = kəz + d, 


PV, P>, P3, P, 的 坐标 分 别 为 Py (i, kii +d), P2(£2, kizə+d), Ps(z3, ko3--d), PA(za, 
kom4 T d). 


图 1.2.20 与 椭圆 半 轴 平行 的 直线 的 性 质 
将 直线 P, P, 的 方程 y= kir + d 代入 椭圆 的 方程 , 并 化 简 得 
(b? + a2k2)z2 + 2kida?z + a?(d? — R?) = 0, 


由 根 与 系数 的 关系 , 得 


2kida2 . e*(d? — R?) 
Ula UU 0p gk 


同 理 , 将 直线 PP 的 方程 y = ko + d 代入 椭圆 的 方程 , 可 得 


ti + Tz = — 


— 2k2da? — a?(d? — R?) 
314 O B ak? UT BF ak 
于 是 易 和 
得 kix122 z p? — _ k2£3£4 (1 2 1) 
titr? 2d  Z3 + T4 < 
X P, Ps 的 方程 为 


[(k2£3 + d) — (kız2 十 d)]= + (z2 — T3)y == zə(kəz3 + d) 一 Ta(kizə + d), 


即 
(koz3 — kiz2)x T (£2 一 23)y = (k2 — ki)zoz3 + d(x2 — q3). 
=d C £ 坐标 
escam CREMAS un 


Xi = 
š kor3 x kiro : 


同 理 得 D 点 的 横 坐 标 
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dos (k2 一 ki)gima. 
koz4 一 kızı 
RER (1.2.1), 易 证 Dom + Dpu = Xi + X2 = 0, 于 是 dcm = dpm. 
特别 , 34 —b < d < b 时 , 即 得 下 面 的 结论 . 
推论 1.2.2( 蝴 蝶 定 理 在 椭圆 中 的 推广 ) — x M 是 椭圆 上 平行 于 半 轴 的 弦 AB 
的 中 点 , 过 M 作 椭 圆 的 另 两 条 弦 P. Pz, PPa, 直线 P, Ps, P, P, 分别 交 AB 于 C, D, 
则 doy = dp (图 1.2.8). 


图 1.2.3 ”与 椭圆 半 轴 平行 的 弦 的 性 质 


当 d = +b 时 , 可 以 看 成 是 推论 1.2.2 的 特殊 情形 . 当 |d| > b 时 , 即 得 文献 [2] 
中 相应 的 结论 . 

推论 1.2.3( 蝴 蝶 定 理 ) B M 是 圆 的 弦 AB 的 中 点 , 过 M 作 此 圆 的 另 两 条 
3X P, Po, PaPa, 直线 P,Ps, P, Pi 分 别 交 AB 于 C, D, 则 dem = dpm. 

证 明 ”如 图 1.2.4 所 示 . 在 定理 1.22 中 令 a = b,—b < d < b, 并 注意 到 圆 的 任 
意 一 条 弦 都 有 圆 的 直径 与 之 平行 即 得 . 


12.4 蝴蝶 定理 


注 1.2.1 如 上 设 定 的 坐标 系 中 , 可 以 是 P, P, 与 P, P MM. y 的 两 侧 
(此 时 C, D 位 于 弦 AB ZE), 也 可 以 是 P, P, 与 Pi, P, 分 别 位 于 y 的 两 侧 (此 时 
C, D 位 于 AB 的 延长 线 上 ), 后 者 在 经 典 的 证 明 中 往往 被 忽视 . 
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定理 1.2.3( 欧 拉 定 理 ) ”证 明 : 三 角形 ABC 中 线 的 交点 (重心 )M, 高 线 的 交 
点 (3E49)H 及 其 外 接 圆 的 圆心 (外 心 )O 三 点 共 线 , B. dog = 2dun. 

WEBB ”如 图 1.2.5 所 示 . 不 妨 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(a cos a, a sino), B(a cos 2, 
asin 0), C(acosy,asin+) H. sina -- sin 8 + sin y = 0, 则 三 角形 外 心 和 重心 的 坐标 分 


别 为 O(0,0), M — ero eem). 于 是 AB 的 直线 方程 为 


(sin a — sin 8)z + (cos 8 — coso)z = a(cosa sin B — sino cos 0), 


Bp 
atp. m a +. u B—a 
cos— z + sin —7--y —ac097— 
从 而 求 得 AB 边 上 的 高 线 的 方程 
sin 2 T — cos i -y — asin IM (1.2.2) 
同 理 可 得 BC 边 上 的 高 线 的 方程 
sin ET ecos LY. = Í | B tT A, (1.2.3) 


图 1.2.5 三 角形 重心 、 垂 心 和 外 心 共 线 ( 欧 拉 线 ) 
式 (1.2.2) 和 式 (1.2.3) 联 立 , 得 


ja E uu ERE 
A= 2 2 samd 
P — cos B y 
2 2 


: 10- SR 1€ 两 点 间 的 有 向 距离 及 其 应 用 


.. G+ 8 — 2 a + 
asin cos 2 sy = Z 
A, = NT M LAN = a sin 7 (cos o; + cos B + cos y), 
a sın = GOS 
2 2 
. a+ o + 0 — 2y 
sin — y-a 
Á; = Ec B ser er = a sin 7 (sina + sin 0 + sin y) = 0, 
sin as 5 


于 是 垂 心 的 坐标 为 H(a(cos a + cos B + cos y),0). 所 以 O, M, H 三 点 共 线 且 dog = 
2duu. 

注 1.2.2 ”三 角形 重心 、 垂 心 和 外 心 所 在 的 直线 称 为 三 角形 的 欧 拉线 . 

定理 1.2.4(Servois 定理 ) ”三 角形 任意 一 个 顶点 到 重心 的 距离 , 等 于 外 心 到 它 
的 对 边 距离 的 两 倍 . 

证 明 ”如 图 1.2.6 所 示 . 以 三 角形 P, P, Ps 外 心 O 为 坐标 原点 , 平行 于 P. P; 
的 直线 为 z 轴 建 立 坐 标 系 . 于 是 三 角形 P. P, Ps 的 顶点 坐标 可 设 为 

Pi(—Reosa, Rsino), P(Reosa, Rsina), P3(Rcos 0, Rsin f). 


设 三 角形 P, P, Ps 的 垂 心 为 H, Pr2Qi EH P,P T Qili = 1,2,3), ON 垂直 
P, P, F N. 于 是 P, Ps 的 方程 为 
(sin 8 — sin a)z — (cosa + cos B); = —Rsin(a + 8), 
PQs 的 方程 设 为 
(cosa + cos 8)z + (sin B — sin a)y = C, 
将 P;(Rcoso, Rsin o) 代入 上 式 得 


C = R(cos? a + cos 8 cos o + sin o sin f — sin? o), 


图 1.2.6 三 角形 重心 和 重心 的 Servois 定理 
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于 是 
(cosa + cos B)z + (sin 8 — sin a)y = R(cos2 a + cos f cos a + sin a sin 9 — sin? o). 
将 PQ 的 方程 x = Rcoso 代入 得 


(sin 8 — sin a)y =R|(cos2 o + cos B cos o + sin a sin f — sin? o) 
— (cos o + cos 8) cos 8] 
=R(cos2 a — sin? a + sina cos B — cos? B) 


—R(cos 8 — sin o)(cos B + sin o), 
所 以 H 的 纵 坐 标 为 yi = R(sin p + 2sino). 故 
dg p, = |R cos 0 — (sin 8 + 2sino)| = 2R|sino| = dos. 


类 似 地 , 可 以 证 明 其 余 两 种 情形 . 

定理 1.2.5 ”从 线段 AB 上 的 另 一 点 C 向 直线 的 一 侧 引 线段 CD, P, N, M 分 
别 是 BD,CD,AB 的 分 点 且 BP/PD = X,CN/ND = AM/MB = X° 2 0,Q 是 
MN 的 分 点 且 MQ/QN = Xs, 直线 PQ 与 AB 的 交点 为 E. WEH: AE/EC = Xs 
的 充分 必要 条 件 是 A = As. 

证 明 ”如 图 1.2.7 所 示 . W A,B,C,D 的 坐标 分 别 为 A(0,0), B(a, 0), C(b, 0), 
D(c, d), 于 是 其 余 各 点 的 坐标 为 


QQ 十 Aic Aid b-F Aoc Md 和 2Q 
P , QN š , M TIE 
(TA =) (= S) (3 ) 


e + Aab + AgAac A2AÀad ) 


(1+ A2)(1 + s) ` (1 + Az)(1 + A3) 


从 而 求 得 直线 PQ 的 方程 
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Al(1 =F Aa) = Àoə(Ài = 23) gy 4 = + À3b + 和 2A3c _ a F x° 
(L4 AYU Ag)(1 EA) GFF) — 14 A |” 


A2(A3 x 和 li)a = A1A3b 
LL———Á——————d-0, 
(1 + À1)(1 + Àə)(1 + A3) 


S y — 0, 求 得 五 的 横 坐 标 
和 2( 和 3 a ^1)a Et A1A3b 


WW Me 

Ta AE U — Ma — Ac Ab Aab 
- 2^3 — Aq G — ALAJ m 3 £s Ña = Xa: 
pu SS urA Iei 7 9 


推论 1.2.4 ”从 线段 AB 上 的 另 一 点 C 向 直线 的 一 侧 引 线段 CD, N, M 分 别 
是 CD, AB 的 分 点 且 CN/ND = AM/MB = 和 2 £ 0, P,Q 分 别 是 BD, MN 的 中 
点 , 则 直线 PQ 平分 线段 AC. 

证 明 ”在 定理 1.2.5 PS Ai = As = 1, 由 其 充分 条 件 即 得 . 

注 1.2.3 当 A = 1 FF, 推论 1.2.4 即 为 1978 年 中 国 高 中 数学 联赛 试题 的 
结论 . 

例 1.2.1( 第 8 届 全 苏联 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 
两 直角 边 CA,CB 上 分 别 取 点 E, F, 使 CE = CF, 从 点 C, E 依次 引 直 线 AF 的 
ER, 这 两 垂 线 的 延长 线 分 别 交 斜 边 AB T M,N, 求证 : dmn = dpu. 

WEBB ”如 图 1.2.8 所 示 . 以 AB 所 在 直线 为 z fü. AB 的 中 垂 线 为 y 轴 建 立 
直角 坐标 系 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(a,0), B(—a,0) 和 C(0,a)(a > 0), CE/EA = 
CF/FB — X. 


于 是 


Aa a Aa a 1 
== =... [e——À.——1: KamB————£k = kgn = 2À+1. 
(S) ( Der) ee aac c e e T 


因此 CM 和 EN 的 直线 方程 分 别 为 
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y-a= (+r My- Quen - S). 


1 十 入 
在 两 方程 中 分 别 令 y — 0, 得 M 和 点 的 横 坐 标 
a 22?--A-—1 
"WU i N UU TTAQATD A 
于 是 
Wy diu c dii cx 4. , 
2 和 十 1 2 和 十 1 
23? 十 入 一 1 a 2Aa 


Dun —-278-?M = 3 X341 2441 AFI 


因此 dmn = dBm. 

例 1.2.2 ”在 三 角形 ABC 中 , ZC = 90°, BE(BE') 是 ZB(ZB 外 角 ) 的 平分 
线 . CDLAB F D HX BE(BE') 于 G(G'). X. FG//AB(F'G'//AB) 且 过 G(G'), 
与 AC, BC 所 在 直线 分 别 相交 于 F. G(F',G'). 求证 : dar = dog(dar = dog). 

证 明 ”如 图 1.2.9 所 示 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(0,a), B(b,0), C(0,0), 于 是 
BC 的 方程 为 y = 0,4 的 方程 为 z/b 十 y/a = 1, Bl az + by — ab = 0. 从 而 求 得 
BE(BE') 的 方程 

= = +y, BẸ az + (b + Va? + b2)y — ab = 0. 

4 z = 0, 求 得 E(E') 的 纵 坐 标 


g = 


ab 
b+ Va? + b2 


1.2.9 


又 将 CD 的 方程 y= : 代入 BE(BE!) 的 方程 , 求 得 G(G') 的 坐标 
a a2b 
= ukmi a P 
ab2 
I= Y 0 
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TEKE FG(F'G') 的 方程 


令 z=0, 求 得 F(F') 的 纵 坐 标 
av 五 十 现 
= VB Eb 
于 是 
Dog = ye — yc = e . 
b+ Va? +b? 
ava? + b2 ab 


Da = TA — wp = G = 


b+VEi b+Va +b 
Dcg = uk — Yc = — 
: av a? + b? ab 
art Mo OO L Jr X 
所 以 dar = dcg,dar = dog. 
ik 1.2.4 f 1.2.2 内 角 平 分 线 的 情形 即 1979 年 中 国 宁夏 回族 自治 区 数学 竞 
赛 题 . 
例 1.2.3(1973 年 全 苏联 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) ”过 圆 外 一 点 O E oG 的 两 
条 切线 , 切 点 分 别 为 A, B, 过 点 A 作 弦 AC//OB, 连接 OC X OG 于 点 E, 直线 
AE,OB 交 于 点 K, 求证 OK = KB. 
证 明 ”如 图 1.2.10 所 示 . 不 妨 设 0, B 两 点 的 坐标 分 别 为 0(0,0), B(b,0), oG 
的 方程 为 (z — b) + (y — a = a2(0 < a < |b]). 于 是 求 得 OG 的 斜率 koc = a/b, AB 
的 方程 为 


v=- =-= (b, 
OG a 
代入 OG 的 方程 并 化 简 得 


(z — b)[(a? + b2)z + (a? — 62)] = 0, 


从 而 求 得 4 点 的 坐标 


(b? — a?)b 
TA 二 sD) 
a? + b? 
2ab? 
1.2.10 ——— T5. 
VAT iig 


2 2 
将 y = 2277, 代入 OG 的 方程, RE C 点 的 横 坐标 zc = CEE, +a oc 
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的 方程 为 y= £r- sspe 将 其 代入 oc 的 方程 并 化 简 得 
[(a2 + b2)z — (3a? + b2)b][(9a2 + b2)z — (3a? + b?)b] = 0, 


ATRE E 的 坐标 


(3a? + b?)b 
qe PZ — s N 
9a2 + b2 
|. 2ab? 
JE — go? + b2` 


在 AE 的 方程 (ya — ug)z + (zg — zA)# + (zaye — teya) = 0 PS y = 0, 解 得 


TEYA—TAYE 2(3a2 + b2)ab2 — 2(b? — a?))ab? b 1 
TK = = wa — FE 一 2(9a2 + b2)ab2 — 2(a2 + b2)ab2 = 578 
因此 例 1.2.3 结论 成 立 . 

例 1.2.4(1964 年 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 若 AB 为 00 的 直径 , C 为 
oO 上 一 点 . oO 过 B 点 的 切线 与 直线 AC 相交 于 点 M. 求证 : 00 过 点 C 的 切 
线 平 分 线段 BM. 

证 明 ”如 图 1.2.11 所 示 . W OO 上 各 点 的 坐标 为 A(—R,0), B(R,0), C(Rcosa, 
Rsino), 于 是 @O 的 方程 为 r? +y = R?, 点 B 处 的 切线 方程 为 x = R, AC 的 直 
线 方程 为 

sina -x — R(cosa + 1)y + Rsin o = 0, 
4 z= R, REA M MA ym = Eno 


1 十 cosa 


1.2.11 


又 设 点 C 处 的 切线 与 BM 的 交点 为 K, 将 z = RRA C 处 的 切线 方程 


cosa -x + sino : 7 = R, 
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求 得 点 K 的 纵 坐 标 yx = _RL-cosza) _ Rsina 


sina(1 十 cosa) l+ coso 


Rsina 
DBK = Yk — YB = 


Ta. cosa UM — YK KM BK KM 


BJ 1.2.5(1978 年 中 国 天 津 市 数学 竞赛 题 ) 设 三 角形 ABC 为 等 腰 三 角形 ， 
BC 为 底 边 , O 为 从 4 到 BC WEE, 以 AO 为 直径 作 圆 , 由 B,C 依次 作 圆 的 切 
线 BE 和 CF( 不 同 于 BC), E, F AYA. 证 明 : 9X EF 在 三 角形 ABC 内 部 的 一 
段 等 于 它 在 外 部 两 段 长 之 和 . 

证 明 ”如 图 1.2.12 所 示 . W EF 与 三 角形 两 腰 AB, AC 的 交点 分 别 为 M,N, 
三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(0, 2a), B(—b,0), C(b,0)(a,b > 0), 于 是 以 AO 为 直径 
的 圆 的 方程 为 


z? + (y — a = a°, B|lz2 + y? — 2ay = 0. 


图 1.2.12 
又 设 切 点 五 的 坐标 为 Elze, ye), 于 是 


zk + yz 2ayg = 0, (1.2.4) 


E 处 的 切线 方程 为 zpz +ygy -aly + ug) = 0, 3#5IxB(—b,0) 代入 得 , 求 得 切线 
BE 的 方程 


—bxg —ayg = 0, (1.2.5) 
(1.2.4) 和 (1.2.5) 两 式 联 立 , 求 得 切 点 E 的 坐标 
€ 2a?b 2ab? 
TEC wax VEU yr 


类 似 地 , 可 以 求 得 切 点 F 的 坐标 
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B 2a?b B 2ab? 
“P = PIN YE = ag 
-a 


e a 
M 的 横 坐 标 zu = 


z 代入 AB 的 直线 方程 2az 一 T = —2ab, 求 得 
pos N BJESAWER zw = 


a2 E 
2a?b 
D = 一 多 = — 
MN = XN — XM mo 
2a2b 4a2b 2a2b 
Dem + Dyr = (£m — zg) + (zp — íN) = ——— + —— = 


a2+b2 a?+bd r.p 
I DuN = Dem + DNF,dMN = dem + dNF. 
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本 节 主 要 讨论 有 向 距离 在 坐标 轴 上 的 投影 与 应 用 .首先 介绍 有 向 线段 在 坐标 
轴 上 投影 的 概念 , 给 出 平行 线段 有 向 距离 在 坐标 轴 上 投影 的 性 质 定理 及 其 若干 推 
论 , 并 据 此 给 出 著名 的 中 线 定理 和 一 些 数 学 竞赛 题 的 推广 或 证 明 ; 其 次 给 出 不 平行 
线段 有 向 距离 在 坐标 轴 上 的 投影 的 一 个 性 质 定理 , 并 据 此 给 出 一 些 数学 竞赛 题 的 推 
广 和 证 明 ; 最 后 给 出 两 点 间 的 距离 公式 , 并 据 此 给 出 过 一 点 的 任意 直线 与 一 圆 相 交 
的 定 值 定 理 , 以 及 著名 的 Ptolemy 定理 和 一 道 数学 竞赛 题 的 证 明和 推广 . 
1.3.1 平行 线段 有 向 距离 在 坐标 轴 上 的 投影 及 其 应 用 

定义 1.3.1 X Pi(zi, yi), P»(z2,y2) Æ rOy 平面 上 任意 两 点 ， 则 称 zs — 
zi,92 一 y 分 别 为 线段 P, P, 的 有 向 距离 Dpp, TE z 8ü. y 轴 上 的 投影 , WA 
PriDp,P,_z(PriDp,P,-y), BH 


PrjDp, p. x = T2 — Ti (PrjDp,p,—y = y» — yi). 


定理 1.3.1 Y Pi(zi, y1), P2(£2, y2); Q1 (11, y1). Qo (x5, y5) 是 两 平行 直线 l,l 
上 的 两 点 . Æ zl Z zə,z1 Z z; (t Z yzy, Z 15), W 


Dp,p, =kDo,q; € 22 — z4=k(z; — 21) (Dp,p,=kDo,q, SY — V =k(u, — 1⁄1))- 
证 明 BFAR hilo 与 z 轴 的 夹 角 为 0(Z n/2), 于 是 
Dp, p, cos0 = £2 — zi,  DQ,Q, cos0 = zm; — T}, 
注意 到 cos0 Z 0, 有 


Z2 — T1 = k(x, — 11) @ Dp, p, cos0 = kDQ,Q, cos0 & Dp,p, = kDo,o,. 
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类 似 地 , 可 以 证 明 yi Z yo, yi Z vo 的 情形 . 

特别 地 , 当 k — » 时 和 h, 1, 重合 时 , 有 下 面 的 结论 . 

推论 1.3.1 W Py) Pá(72 y2); Qi(z1 V1), Qə (25, Y2) 是 两 平行 直线 Lilo 
上 的 两 点 . 者 my Z 22,2] * z (n £ Y2; Vi ES y2), 则 线段 P, P>, Q1Q> 的 有 向 距离 相 
等 的 充分 必要 条 件 是 这 两 条 线段 的 有 向 距离 在 > 轴 (y 轴 ) 上 的 投影 相等 , 即 


Dp, p, = Do.q; € T2 — T1 = T9 ES T, (Dp, P, = Dq.q; Sy- 1⁄1 = yo z yi). 


推论 1.3.2 3€ Pi(zi y1), Pa(£2, y2); Qi (5. 1), Qo (5, y5) 是 同一 直线 1 上 的 
四 点 . 车 zi Z 15,2, Y z5>(2i Z ys. vi Z v5) 则 


Dp,p, = kDq,q; © za 一 Z1 = k(r5—21) (Dp,p, = kDq,q, € 2 —t = k(y5—y1))- 


推论 1.3.3 设 Pi (21,1), P2(£2, Y2), Pa (zs, ya) 是 同一 直线 l 上 的 不 同 三 点 . 
若 zl Z zo, (y1 y) 则 


Dp,p, = Dp,p, €& 272 = z1 + z3(Dp, p, = Dp,p, © 212 = yı + ya). 


定理 1.3.2( 中 线 定理 ) ”三 角形 任意 一 个 顶点 到 重心 的 距离 , 等 于 它 的 对 边 中 
点 到 重心 距离 的 两 倍 . 

证 明 ”如 图 1.3.1 所 示 . 设 三 角形 P, P, Ps 各 边 P, P>, P, Ps, Pa P, 的 中 点 依次 
为 Qu, Qo, Qs, 重心 为 M, 三 角形 顶点 的 坐标 为 P,(z;, yi)(i = 1,2,3), 于 是 三 角形 各 
边 中 点 及 重心 的 坐标 为 


Ti 十 Ti+l Wi 十 Wi+l , Tı r2 X3 Yı + Y2 t ys 
O| 2———, = T = 3.9 8 Mi 
( 2 š 2 K ,2,3), ( 3 3 ) 


图 1.3.1 三 角形 的 重心 是 其 中 线 的 三 等 分 点 
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所 以 


1 十 22 十 23 Z¿A+ Qik _ 22i — Ti — Ti+1 
ZM -Ia =— — a C87. o —— 


zı + T2 + T3 
=T;+2 一 mE E = TP,,2 — TM, 

同 理 可 以 证 明 yx — yo; = YP — YM- 

由 于 三 角形 的 任 一 中 线 在 两 坐标 轴 上 的 投影 不 可 能 同时 为 零 , 因此 由 推论 1.3.1 
知 定理 1.3.2 结论 成 立 . 

定理 1.3.3 ”在 三 角形 ABC 中 , ZC 为 直角 , ZA = 30°, 分 别 以 AB, AC 为 边 
在 三 角形 ABC 的 外 侧 作 两 个 相似 的 三 角形 ABE 和 ACF, B EF 交 AB 于 G. 
求证 : dga = der 的 充分 必要 条 件 是 三 角形 ABE 和 ACF 都 是 正三 角形 . 

证 明 ”如 图 1.3.2 所 示 . 不 妨 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(a,0), B(0,a/4/3), 
C(0,0), E 8| AB 的 距离 与 AB 的 距离 之 比 为 u( 0), 于 是 E(a/2+na/ V3, V/3a/64- 
ua), F(a/2, —ua). 从 而 求 得 EF 的 方程 


(2 + 8V3u)z — Auy = (Ay? + AV3p + 1)a. (1.3.1) 


X AB 的 方程 为 
z + V3 = a, (1.3.2) 


1.3.2 
3X (1.3.1) 和 式 (1.3.2) 联 立 , 求 得 
总 (Au? -- AV/3u --1)a. 一 41 / 2--8V3u —4u _ 43u? + 16u 十 V3 
a V3 1 V3 28u 十 2V3 
于 是 由 2zc = rg + zp, 得 
4V3H2 + 16u + V3 E V3 


TE v3 eu V3) =0 仿 /= 


3" 
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因此 , 由 推论 1.3.2 知 , dec = dar 的 充分 必要 条 件 是 三 角形 ABE 和 ACF REE 
三 角形 . 

注 1.3.1 ”定理 1.3.2 的 必要 性 即 为 1985 年 北京 市 数学 竞赛 题 . 

定理 1.3.4 W — JÉ ABC 为 内 角 三 角形 , 线段 MN 的 两 个 端点 分 别 在 两 
Ù AB, AC E, ADLBC F E, 过 线段 MN LKA FE BC 边 的 平行 线 , 分 别 交 
AB, AC F P,Q. 4$ MN 5 BC 不 平行 , 证 明 MN 在 BC 边 上 的 投影 等 于 PQ 的 
充分 必要 条 件 是 MF/FN = BE/EC. 

证 明 ”如 图 1.3.3 所 示 . 不 妨 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—b,0), 
C(c,0), AM/MB = Xi, AN/NC = M2, MF/FN = As( 和 1 Z Ó), 于 是 求 得 其 余 各 


E A15 a A2C a —A|(1 十 和 2)b 十 (1 十 和 li)Xz 和 sc 
点 的 坐标 为 M ° E. HAUTAA TU AA SG 
点 的 坐标 为 ( 1+ÀM zx) ( ) ( (1 二 Xi)(1 十 Xz)(1 十 Xs) 
1 十 和 2 十 入 3 十 和 1 和 3 


1 二 + 入 2” 1 十 和 2 
(13: XL 4 XL H- AS) À 


图 1.3.3 


在 AB 直线 的 方程 —c/b--y/a- 1m, y= 
P 点 的 横 坐 标 


1 十 和 2 十 入 3 十 和 1 入 3 4-4 
TFDA 9 AX 4A ° 求 得 


À1 + À1À2 + À2À3 + MA2AÀ3 
(1o AA(1+ A2)(1+23) ` 
同 理由 AC 直线 的 方程 z/c + y/a = 1, RKE Q 点 的 横 坐 标 


Sci À1 十 和 1 入 2 十 和 2 和 3 十 和 1 入 2 和 3 
9 (FANFAN FA) ” 


TP 二 一 


从 而 
E 和 1 十 入 和 2 十 和 2 和 3 十 和 1 入 2 和 3 


E ENES T n 


š I Aoc Aib 
X MN 在 BC 边 上 的 投影 为 PrjDuN s = £N —zM = 一 一 LET 
14-A2 1+À1 


MN 在 BC 边 上 的 投影 等 于 
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Ài + A1A2 + À2À3 + À1À2A3 (b n c) E Aoc "É 和 10 
(1 + A1)(1 + à2)(1 + A3) i+ 1+A 
e (i 十 和 1 和 2 十 和 2 和 3 十 A122A3)(b + c) 


= (1 + A1)A2(1 + A3)c + A1(1 + A2)(1 + A3)b 
€ (A1 — à2) (c — Agb) = 0 Aa = c/b & MF/FN = BE/ EC. 


PQ & 


推论 1.3.4 ” 设 三 角形 ABC 为 等 腰 三 角形 , 线段 MN 的 两 个 端点 分 别 在 两 
EE AB, AC E, 过 线段 MN 上 的 点 F 作 底 边 BC 的 平行 线 , 交 两 腰 AB. AC 于 
P,Q, 证 明 MN 在 BC 边 上 的 投影 等 于 PQ 的 充分 必要 条 件 是 MF/FN = 1. 

WEBB O4 MN 平行 于 底 边 BC 时 结论 显然 成 立 . 当 MN 不 平行 于 底 边 BC 
时 , 在 定理 1.2.4 中 令 A4 = 1 即 得 . 

注 1.3.2 ”推论 的 充分 性 即 为 1956 年 波兰 数学 奥林匹克 竞赛 题 的 结论 . 

例 1.3.1(1964 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) ” 设 M.N 为 三 角形 ABC 
的 边 BC 上 的 两 点 ， 且 满足 BM = MN = NC, 一 平行 于 AC 的 直线 分 别 交 
AB, AM, AN 于 D,E,F, 求证 : EF —3DE. 

证 明 ”如 图 1.3.4 所 示 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—b,0), C(c,0), 于 是 


M,N 的 横 坐 标 为 zm = ° -2 an = - b Wok AB, AM, AN 的 方程 分 别 为 


—z/b+y/a=1, z/zu +y/a=1, z/zN *y/a- 1. 


1.3.4 


i DE 的 方程 为 z/c-- y/a = k, Bl y = alk — z/c), TIRA AB, AM, AN 的 
方程 , 求 得 D. M, N 的 横 坐 标 


(k-1)c ~ (k-1)b- c)c (k — 1)(b — 2c)c 


bec ET eR C5 boc 


于 是 DE, EF 在 z 轴 上 的 投影 分 别 为 


TD = 
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(k—1)(2b—c)c (k—1)c  (1—k)c? 


Sup ul C Bed “ Pe 
..(k-1)(b-2c)e (k-1)2b—c)) 3(1—k)c 
2e cU C URre ~ id —— 204 


所 以 zp —zg = 3(£p — £p) > Der = 3Dper > der —3dpz. 

例 1.3.2(1964 年 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) ”在 线段 AC 上 任 取 一 点 B, 分 
别 以 线段 AB, BC 和 AC 为 直径 作 001,00: 和 oO. 过 点 B 作 任 一 直线 , 与 OO 
相交 于 点 P 和 Q, 5 eO, 和 60» 分 别 相交 于 RM S, 求证 PR = QS. 

证 明 ”如 图 1.3.5 所 示 . 3x @O, 的 方程 为 (z+ci)2+42 = ela > 0), 00: 的 方 


FE (z c2)? +y? = ci(ca > 0), 于 是 @O 的 方程 为 — (cə —)]? +y? = ie +c2)2. 
将 过 B 点 的 直线 y = kz 分 别 代 入 @O 和 005 的 方程 , KE RR 和 5 的 横 坐 标 


图 1.3.5 


又 将 直线 y = kz 代入 @O 的 方程 , 并 化 简 得 


4(1 + k2)z2 一 8(c — ei)z + 3(e — 3c1c2 + 3) = 0, 


解 得 
2(cə — c1) +m 
2043) ^ 


其 中 m = V(1- 3k?)c? + (1 — 3k2)c2 + 2(1 + 5k2)cico. 


qo = 
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于 是 分 别 求 得 Dpr, Dsq Æ z 轴 上 的 投影 分 别 为 
2c1 2(c2—c)—m _ —2(ci + ca) + m 


TROSPCClYER STK) —^3— 204) 


2(c2 一 cl) 十 m _ 2e _ —2(cı +c2) +m 
2(1 + k2) 1-k?  2(1+k2) ' 

所 以 Dpr = DsoQ, dpr = dsq. 

B| 1.3.3(1945 年 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 将 平行 四 边 形 ABCD 的 边 
AD 分 为 n 等 份 , 并 将 它 的 第 一 个 分 点 P 与 顶点 B 连结 起 来 . W BP 交 对 角 线 
AC 于 点 Q, KiE: dac = (n + 1)dAQ- 

证 明 ”如 图 1.3.6 所 示 . 设 平行 四 边 形 顶点 的 坐标 为 A(a, b), B(0,0), C(e, 0), 
D(a + c,b), 于 是 由 AP/PD = 1/(n — 1) 求 得 第 一 个 分 点 的 坐标 P((na + c)/n,b). 


zq — zs = 


图 1.3.6 


X. AC 的 方程 为 bx + (c-— a)y 一 bc =0, 将 BP 的 方程 代入 求 得 点 Q 的 横 坐 标 


na + c 
gö = ; 
ges ET 于 是 
na + c c—a > 
PrjDAag-z = zq = za = "wm M E EET PrjDA4c-, = zc — rA, 


所 以 PrjDAQ-& — (n + 1) PrjDAQ-z,dAg = (n + 1)dac. 

例 1.3.4(1952 年 基辅 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) W: P, P> - Ps 是 凸 五 边 形 , M N. 

PQ 分 别 是 边 P, P», PaPa; P. Ps, P| Ps 的 中 点 M, N; P, Q RER, 求证 : MN 和 PQ 
中 点 的 连 线 RS//P,Ps B. drs = dp, p, /4. 

证 明 ”如 图 1.3.7 所 示 . 设 五 边 形 顶 点 的 坐标 为 P,(z; yili —1,2,---,5), 于 是 

、 = Zí + Z2 yi + 1⁄2 Z3 十 Z4 Y3 +Y4\ . pí Z2 + Z3 

& ipe uf bos (Erste rte) (zte nre), p (rne, 

mke) o (setas. nie), # MN 和 PQ hasta ADS R (Ett 十 A. 


— ) s (teme mt Hats) 
4 : 4 i 4 i 
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` — VA — T = Vs F 
B3pk | | 98 94 = 55” 7591, ms = fng Priryzp y = ma ua 
ZE — TA T5 — Tı TR— TS 


T5 — T1 = 4(zs = TR) = 4PrjDrs-z, 所 以 RS//PiPs, dns = dp, p, /4. 
y 


图 1.3.7 


B| 1.3.5 在 三 角形 ABC 中 , BE 和 CF 是 相应 边 上 的 高 , 分 别 过 顶点 B RI 
C 引 直 线 EF WER BH 和 CG, 垂 足 为 H,G, 求证 dyr = dac. 

证 明 ”如 图 1.3.8 所 示 . 当 ZB = 90° 或 LC = 90° Bf, H #l F E, EMG 
重合 , 因此 结论 成 立 . 

= ZB Z 90°, ZC Z 90° if, 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(0,a), B(—b,0), C(c, 0) 
(bc Z 0), 于 是 AB 的 直线 方程 为 —m/b 4- y/a = 1, 即 


y — a(1 + z/b), (1.3.3) 


CF 的 方程 为 
(1.3.4) 


图 1.3.8 


13 ”有 向 距离 在 坐标 轴 上 的 投影 及 其 应 用 . 25. 


(1.3.3) 和 (1.3.4) 两 式 联 立 , KE F 点 的 坐标 


b(bc — a?) ab(b + c) 
Gp BRI ° CT Si ` 
同 理 可 以 求 得 E 点 的 坐标 
? — bc b+ 
"E E 
从 而 求 得 直线 EF 的 方程 
a(b — c)z + (a? + bc)y = 2abc, (1.3.5) 
直线 BH 的 方程 
(a? + bc)z — a(b — c)z = —b(a? + bc), (1.3.6) 
直线 CG 的 方程 
(a? + bc)z — a(b — c)z = c(a? + bc). (1.3.7) 


IÈ (1.3.5) 和 式 (1.3.6)、 式 (1.3.7) 分 别 联 立 , 求 得 H, G 点 的 横 坐 标 坐 标 


2abc a? 4- bc a(b—c) | a?-Fbc b(a* + 2a?c? + 2c?) 
s = — EUR SSE Y CN Da Sam sas; 
T —b(a2+ bc) —a(b-— c) a?--bc  —a(b— c) (a? + 0?) (a? + c?) 
2abc a? + bc a(b—c)  a?-Fbc c(a* + 2a2b2 + 2c?) 
re=|  ， od à oat ura a ral” 
c(a? + bc) —a(b-— c) a?-Fbc  —a(b— c) (a? + b?) (a? + c?) 
于 是 


c(a* + 2a?b? +b?)  c(a? — be) _ be[(a? + b2)c + (a? + c2)b] 


PriD -—— -Tk = — —— — 
J EG -oO E= (2 .Wy(a x) wu (a2 + b2)(a2 xdg) — 


b(bc — a?)  b(a* + 2a?c? + b?c?) — be[(a? + b2)c + (a? + c2)b] 
a2 + b2 (a?--b2)(a2--c?) — (a2+)b2)(a2 62) ^" 

所 以 PrjDgc-. = PrjDur-z, dec = due. 

注 1.3.3 ”三 角形 ABC 为 锐角 三 角形 时 , 即 得 1988 年 第 22 届 全 苏联 数学 奥 
林 匹 克 题 的 结论 . 

例 1.3.6(1967 年 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) ”在 三 角形 ABC "n, 作 各 边 的 
高 线 AG, BE Ñ CF, # GE//AB,GF//AC, W] EF// BC. 

证 明 ”如 图 1.3.9 所 示 . 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—b,0), C(c, 0) 
(a 关 0,b,c > 0), 由 例 1.3.5 求解 得 E, F 的 坐标 


PrjDgr-z;-—rr—rHu-— 


c(a? — bc) | ac(b-4- c). r _ b(bc — a?) . ab(b + c) 
a2 +b arp UB UFU PFE 


TE = 


2 — a? + b2 
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a a a(b+ c 
kap = — kez = — = ; kap c, ker = ZË =- e A 
b c TF a? — bc 


图 1.3.9 


因为 GE//AB,GF//AC, 所 以 kap = keg, kan = kar. 于 是 


a _ a(b+ e) 
| D be ea w 


a _ a(b-c) a? — c? — 2bc 


b = €, 


C a2 — bc 
所 以 三 角形 ABC 是 等 边 三 角形 , 故 EF// BC. 

注 1.3.4 ”由 例 1.3.6 证 明 可 知 , 该 题 条 件 可 以 得 出 “三 角形 ABC 是 等 边 三 
角形 ”这 个 更 强 的 结论 . 

例 1.3.7(1985 年 第 11 届 全 俄 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 直线 ! 与 以 AB 为 直 
径 的 圆 相交 于 E,F 两 点 , E, F 与 A,B 均 不 重合 , H 4, B 分 别 作 直线 1 的 垂 线 
AG, BH, 证 明 dar = dgn. 

证 明 FARI 经 过 圆心 , 结论 显然 成 立 ， 若 直线 ! 不 经 过 圆心 , 则 直线 
AE, BF 不 平行 , 如 图 1.3.10 所 示 . W: AB 端点 的 坐标 为 A(—a, 0), B(a,0)(a > 0), 
直线 1 的 方程 为 y = kz + b (k Z 0), WA AB 为 直径 的 圆 的 方程 为 r? + y? = a?. 
将 直线 1 的 方程 代入 圆 的 方程 得 

z2 + (kz +b)? = a?, BH(1 + k?)z? + 2bkz + (b? — a?) = 0. 
于 是 求 得 直线 与 圆 交 点 E, F 的 横 坐 标 
bk + /(1 + k2)a2 — b2 —bk + /(1 + k2)a2 — b2 
C C U O IEEE C C 
X AG, BH 的 直线 方程 分 别 为 
1 k 1 k 


de b VT 
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1.3.10 
两 方程 分 别 与 直线 ! 的 方程 联 立 , SK G, H 的 横 坐 标 
_ k(k — ab) _ k(k4- ab) 
ZG aü Ey 7857 a(l+k2) 
于 是 
Don _ —bk+ /(1+k2)ja2—b2  k(k—ab) _ a /(1 + k2)a2 — b? — 
S u T 14k al+k) — a(ü-ck» ^ 
ETT _ A(kab bkt /(L + k2)a2 - 2 _ a /( + k9)a2 — Ë — 2 
BE a me S I AED 14K ^ —— aück) ^ 


所 以 Dar = Den, dar = dgng. 
1.3.2 ”不 平行 线段 有 向 距离 在 坐标 轴 上 的 投影 及 其 应 用 


定理 1.3.5 W Pi(zi. y1), P»(22. 92); Qi(z1 41), Q21 1) 是 两 不 平行 直线 
l;,lo 上 的 两 点 , H. z 轴 (y 轴 ) 是 平行 于 h, 夹 角 平分 线 的 直线 , 则 


Dp,p, = kDq.,q, €& 12—21 = +k(z;—z1)(Dp,p, = kDoigs €& u2—t = tk(y2—y1)). 


WEBB ih, 之 间 的 夹 角 为 2a, 于 是 Dpp, cosa = t(z2—21), DoQ, cosa = 
+(x) 一 x1), 注意 到 cosa Z 7/2, 即 得 定理 1.3.5 结论 的 前 半 部 分 . 

类 似 地 , 可 以 证 明定 理 1.3.5 结论 的 后 半 部 分 . 

例 1.3.8 ”在 三 角形 ABC d AB = AC,CE(CE') Æ} (外 角 ) 平分 线 , G 是 
其 外 心 , 过 G 作 CE(CE') 的 垂 线 交 直线 AC 于 H(H'), 再 过 H(H') f£ CE(CE') 
的 平行 线 交 直线 AB 于 F(F'), 求证 : dgr = dga(dg rm = dr A). 

证 明 ”如 图 1.3.11 所 示 . 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—b,0), C(b, 0) 
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(b > 0), 于 是 三 角形 外 心 的 坐标 为 G (°. a? - 7) 


图 1.3.11 


AC 的 方程 为 x/b -- y/a = 1, Bl 


az + by = ab, (1.3.8) 
BC 的 方程 为 y = 0, 于 是 角 平 分 线 CE(CE') 的 方程 为 
az + (b + Va? + b2) = ab. (1.3.9) 


AB IZ EE —z/b-+ y/a = 1, B|! 
az — by = —ab, (1.3.10) 
(1.3.9) 和 (1.3.10) 两 式 联 立 , KE E(E') 的 横 坐 标 


|| ab b+ va +b a b+tva2+b | _ +bva? + b 
BJ | b —b a —b  Va2 + b2 + 2b` 


GH(GH') 的 方程 为 
2(b + Va? + b2)z — 2ay = b? — a2, (1.3.11) 
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(1.3.8) 和 (1.3.11) 两 式 联 立 , K H(H') 的 坐标 


| a oœ a b | bar 

TT Bg Ad 2(bc Va? +02) —2a| 2(va?--U xb) 

_ a ab a b | a(Va2 + b? + 2b) 
V | 2(b + Var + 12) Pn š 


2(b+ Va? +0?) —2a| 2(Va2+b2 +b)’ 


于 是 求 得 HF(H'F') 的 方程 
_ a(+a2 + 3b2 + Aby/a? + b?) 
az + (b + Va? + b2); = ^ — XVaTWib — ; (1.3.12) 
(1.3.10) 和 (1.3.12) 两 式 联 立 , 求 得 F(F) 的 横 坐 标 


—ab —b 
a —b 
ZF(F') =| a(+a2 + 30? + Ab/a? + b?) 7 
b+ Va? + b2 b+ Va? + b? 
2(Va2 + b2 + b) * ° 
_ —(a2 + b2)b 
- 2(Va2 + b2 + 2b)(v/a2 + b2 +b)’ 
TÉ 
PrjDgr(g pr)-z =Zp(F:) — TEE!) 
_ —(a2 + b2)b bva? + b2 
2(Va EU xr25(vValtW ib) ` 2b+ Va B 
“G by a? + b? 
2(Va2 +b? +b)’ 
PriD pn ONAE e 
JV FA(F'A)—x A F(F') PX Va FF Eb 
所 以 


dgr = dg A(dg; p: = dg A). 


E 1.3.5 4| 1.3.8 中 内 角 平 分 线 的 情形 即 为 1996 年 第 22 届 全 俄 数学 奥 林 匹 
克 竞 赛 题 . 


BJ 1.3.9 ”证 明 三 角形 ABC 的 两 腰 AB, AC 相等 的 充分 必要 条 件 是 LB, ZC 
的 平分 线 相等 (ZB, LC 外 和 角 的 平分 线 相等 ). 


证 明 ”如 图 1.3.12 所 示 . 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—b,0), C(b, 0) 
(b > 0), 于 是 AC 和 AB 的 方程 分 别 为 


az + cy = ac, (1.3.13) 


az — by = —ab. (1.3.14) 
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1.3.12 
H BC 的 方程 为 y = 0, 可 求 得 ZC(ZC 外 角 ) 的 平分 线 CE(CE') 的 方程 为 
az + (c+ Va? + e2) = ac, (1.3.15) 
ZB(ZB 外 角 ) 的 平分 线 CF(CF"') 的 方程 为 
am — (b + Va? + ?)y = —ab. (1.3.16) 


(1.3.14) 和 (1.3.15) 两 式 联 立 , 求 得 E(E') 的 纵 坐 标 


_la -ab a —b ú a(b + c) 
UBE) a ac a c+ /a2+ e b+ c+ /a2 +e 


(1.3.13) 和 (1.3.16) 两 式 联 立 , KE F(F') 的 纵 坐 标 


ac a c a(b + c) 
TF(F') = = ——. 
"e a 一 ab a —(b+ va? +b?) b+ c+ va? +b? 
于 是 
dap = dac € b =c @ Va + e = +V a2 + b2 
a(b + c) a(b + c) 


b+ c+ Va2 +e 3 b+ c+ va? + b2 


YF(F') = YE(E') S PrjDpr(r-y 三 PrjDcp(E)-y € dce) = dpr(r). 
iki1.3.6 Ø 1.3.9 中 内 角 平 分 线 的 情形 即 为 1957 年 中 国 天 津 数学 竞赛 题 . 
1.3.3 ”两 点 间 的 距离 公式 及 其 在 几何 证 题 中 的 应 用 


定理 1.3.6 — Ux Pi(£1, y1), P»(12, 2) 是 xOy 平面 上 任意 两 点 , 则 线段 P. P, 
的 CHI) 距离 的 平方 等 于 其 有 向 距离 在 z 轴 、y 轴 上 投影 的 平方 和 , 即 
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db, p, in DP, p, s (z2 m z1)? T (y2 " y). 


证 明 RRR P. P, 与 z 轴 的 夹 角 为 9, 则 Dp, p, cos 0 = sr- zr, Dp, p; sin 0 = 
yo 一 V1, 于 是 


dh, p, E DP, p, 一 DP, p, cos? 0 T D. p, sin? 0 E (z2 v zi) 2 (yo S yi. 
定理 1.3.7. k P X oC 所 在 平面 上 一 点 , 过 P 引 任 一 直线 1 与 圆 相 交 于 


A, B 两 点 , UEH: dpAdpp 恒 为 定 值 . 


证 明 ”如 图 1.3.13 所 示 . 不 妨 设 P 为 坐标 原点 , 圆心 的 坐标 为 C(a,0), 圆 的 
半径 为 R. 于 是 OC 的 方程 为 (z — a)2 +y = R. 直线 的 方程 设 为 1 :y = kr, 代 
入 圆 的 方程 得 


(1 + k?)z? — 2az + a? — R? = 0, 


1.3.13 ”过 一 定点 且 与 圆 相 交 的 任意 直线 


解 得 
_ 2a + /4a2 — 4(1 + k?)(a? — R?) ax /R2 + k2(R2 — a?) 
qu 20 +k?) 5 2(1 + k2) i 
Ue 2g la + V E? + k2(R2 — a2)| 
dpA—4/zlctyl— y 2 + k2z — amis AN ; 
— VR + k2(R2 — a2)| 
dpB = 4/z2 + y2 = 4/22 + k2 w Q =s L EY s de 
PB 2 + 2 = 2 T) 2/14 k? 
所 以 


[a + VYR? + k2(R2 — a2)||a — yR? + k2(R2 — a2)| 
PAdPB = 40 + Kj 


-lo 一 到 |( 为 定 值 ) 
定理 1.3.8(Ptolemy Æ) 1 PL PPP, 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 
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dp, P,d P, Pi A dP, Ps P,P, = dp, Ps dp, P;- 


证 明 ”如 图 1.3.14 所 示 . 不 妨 设 圆 心 为 坐标 原点 , P, P, P, P, 顶点 的 坐标 为 
P, (R cos 0;, R sin 0,)(¿ = 1,2,3,4) H0 < 01 < 05 < b3 < 04 < 2x. 于 是 
dp, p, =Ry (cos 82 — cos 01)? + (sin 02 一 ed 
—R4/2[1 — cos(05 — 01)] = —3gsio 98 A: 


同 理 可 得 


0s — 0 04 — 0 0, — 0 
dp,p, = 2Rsin E 2， dp,p, = 2Rsin E $5, dp,p,—2Rsin———.; 


03 — 0 = 
dp, P. = 2Rsin š: 2 -; dp, P. = 2Rsin 4 02 


图 1.3.14 Ptolemy 定理 


于 是 


dp, p,dp, P, + dp,ps dp, P, 
=4R2 (s 5m sin wk — Ba maos sin =t Z 3 


2 CE CES 2 


2938 — — 05 eo 92:05 — € — 04 
2 2 
01 + 83 — 05 — 04 a e iL) 
— 008 ——— 十 COS — 
2 2 
05 — 01 din 04 — 05 
2 2 
定理 1.3.9 ”正方 形 ABCD 中 , E, F 分 别 为 直线 CD, DA 的 分 点 , H CE/ED 
= DF/FA = À, ë BE 与 CF AE T P, KE: dpa = dap 的 充分 必要 条 件 是 A = 1. 


2 a 
=4R “sin = dp, Pd p, P. - 
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证 明 ”如 图 13.15 BUR. 设 正方 形 顶 点 的 坐标 为 A(0,0), Bla 0), C(a, a), 
D(0, a), 于 是 两 分 点 的 坐标 分 别 为 P (s = D F (°. i) 从 而 分 别 求 得 BE, 
CF 的 方程 


(1 + A)z + Ay = (1 + A)a, (1.3.17) 
Ar — (14- À); = —a. (1.3.18) 


(1.3.13) 和 (1.3.14) 两 式 联 立 , 求 得 


| (1+Na 和 1 十 入 入 _ D22+AÀ+1 , 
ip =l = Ñ | 
1+À (1+Na 1 十 入 入 站 十 2 和 十 1 
== = —— W 
入 = 入 uiis. 2)? 十 2 入 十 1 


由 dpa = z? + y5 = dap 并 注意 到 入 关 一 1, 得 
(A? - A +1) HA? 4-24 4-1)? « (222422 4-1)? & (A—1)(A+1)(2A2?+A+1)=0 8) = 1. 
ik 1.3.7 ”定理 1.3.0 的 充分 性 即 为 1981 年 北京 市 数学 竞赛 题 的 结论 . 
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本 节 主 要 讨论 直线 与 二 次 曲线 交点 有 向 距离 有 关 的 问题 . 首先 给 出 平面 上 四 点 
坐标 排列 的 一 、 二 级 函数 的 概念 , 得 出 这 两 类 函数 的 两 个 性 质 定理 ; 其 次 给 出 直线 
与 二 次 曲线 交点 关于 一 级 函数 有 向 距离 的 定 值 定理 , 并 据 此 推出 任意 直线 与 二 次 曲 
线 交 点 的 一 个 定理 和 一 些 已 知 的 结论 ; 再 次 给 出 直线 与 二 次 曲线 交点 关于 二 级 函数 
有 向 距离 的 定 值 定理 , 从 而 得 出 任意 直线 与 二 次 曲线 交点 的 一 个 定理 和 一 些 已 知 的 
结论 . 
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1.4.1 平面 上 四 点 坐标 对 排列 的 一 、 二 级 函数 的 概念 与 性 质 
EX 1.4.1 X P; (zi, yi) (i = 1,2,3,4) 是 平面 上 不 同 的 四 点 , aij = yi 一 yj, bi; = 
Ti — Tj, Gij = zi; — t2; (5j = 1,2,3,4,6 7. j), T = (iriziaia) 是 1, 2, 3, 4 的 一 个 排 
Jj. d 
CiizCisia Z Ü (Gi¿iGisii Ci ia Cisia 一 Giyi2 Aisia Ciis Cia Z 0) 
则 称 
f(r)-- En + taie) 


Ciri2 Cisi4 


O5, i4 Gigi, (Oi ia Cigia + Gigi say) F iria asta (iisti Ë 05,5 Css i) 

(so š Qi ii Gisii Cilio Cisaia 一 Qiziz isis Cin ia Ciaio ) 
分 别 为 四 点 已 (zi,yi)(i = 1,2,3,4) 的 坐标 对 排列 r = (irizizia) 的 一 级 函数 (二 级 
函数 ). 

定义 1.4.2 W n,n Æ 1,2,3,4 的 两 个 排列 . 若 f) = fr), WE 01,72 
是 1,2,3,4 对 一 级 函数 f(r) 本 质 上 相同 的 排列 ; Æ glr) = g(z2), WE 0,72 是 
1,2,3,4 对 二 级 函数 g(r) 本 质 上 相同 的 排列 . 

对 1,2,3,4 的 所 有 排列 进行 分 类 , 记 


X; = ((1234), (2143), (3412), (4321)}, Xə = ((1324), (3142), (2413), (4231)}, 


Xs = {(1243), (2134), (4312), (3421)), X4 = ((1423), (4132), (2314), (3241)), 
Xs = ((3124), (1342), (2431), (4213)}, Xe = ((1432), (2341), (3214), (4123)}. 


定理 1.4.1 Xi, 2z, Ze 中 的 任何 两 个 排列 是 1, 2, 3,4 对 一 级 函数 本 质 上 
相同 的 排列 , 即 对 任意 的 71,72 € Dli = 二 1,2,… ,6), 有 f(T) = f(T). 

证 明 ”注意 到 aij = —aji, cij = —cji, WA f(n) = f). 

定理 1.4.2 D 和 兄 , Xs 8 Xj, Xs AU Se 中 的 任何 两 个 排列 是 1,2,3,4 对 
二 级 函数 本 质 上 相同 的 排列 , BIHER n E D, E X> EÑ n € gT € X4 ER. 
T € X5,72 € Xs, A g(n1) = g(72). 

证 明 AA + = (1234) € X1, T2 = (1324) € X> 给 出 , 其 余 类 似 地 可 以 证 明 . 
因为 

FEN _ G13G24(G12C34 + 434C12) 一 Ql2Q34(Q13C24 + Q24C13) 
G12G34C13C24 — G13G24C12C34 

_ Gi2G34(G13C24 十 Q24C13) 一 Q13Q24(Q12C34 + G34C12) 


= g(n). 
Q13Q24C12C34 一 G12G34C13C24 
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1.4.2 ”直线 与 二 次 曲线 交点 的 定 值 定 理 
EX 1.4.3 V P, P>, Ps, P, 是 平面 上 不 同 的 四 点 ,15(z;,y) = aizjz 二 bi 二 cij = 
0 表示 过 其 中 两 点 P,, P; 的 直线 , aij = yi — yj bij = zi — Tj, — ziyj — jzi(i,j = 
1,2,3,4,i Z j), T = (i1iaisi4) 是 1,2,3,4 的 一 个 排列 , 那么 过 Pi, Po, Ps, P4 四 点 的 
— KH Zk yE p] 
F(z,y) = (1 x Ali io ligia 十 Alii = 0, (1.4.1) 


其 中 和 为 参数 (图 1.4.1). 
特别 , 当 入 = 0,1 时 , 相应 的 二 次 曲线 退化 为 两 直线 对 1, luis 和 Us lizia: 


图 1.4.1 


为 区 别 起 见 , 我 们 把 1,2, 3,4 的 一 个 排列 六 = (jij2j3ja) 所 确定 的 过 Pi, Pz, Ps, 
P4 四 点 的 二 次 曲线 簇 表示 为 
Fr, (z, y) -(1- Ak )ljrjaljaja + Akljzjsljajı = D, (1.4.2) 


其 中 Ak 为 对 应 于 排列 +, 的 参数 . 
定理 1.4.3 r = (iiizisi) 是 1,2,3,4 的 一 个 排列 , 两 直线 Lu, 与 Loa 
相交 于 坐标 原点 , z 轴 与 过 不 同 四 点 Pi, Po, Ps, P, 的 二 次 曲线 艇 (1.4.1) 的 交点 为 
U(u),V(v). Æ uv Z 0, IIJ 
> " L = f(7)( 为 与 无 关 的 常数 ). (1.4.3) 
证 明 ”如 图 1.4.2 所 示 . S 


F(x,0) = (1 — Nlaiz (z, 0)lisia (£, 0) + Miis (£, 0), (z, 0) = ax? + bz + @, 
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于 是 由 题 设 有 


a 三 (1 一 A)aiiizQiaia + aiziaQiail = Qiziz ligia 十 入 (aiaziaaiail — Qiziz Gisia ) 
一 QilizQisia + AaiziaQisil 天 0, 

b =(1 P^ A)(8i, is Cis is sp Qisia Ci i2) t A(Gis Ciais T Qisir Cisis) 
=li isis T Gai Cirta F A(GigigCiqi H G41644; = iri Oiis — GisiaCisis) 
=li iz Cizi4 t Qizi4Ciriz» 


c =(1 — A)ci is Cisia F MciziaCiai = Ciria Cisia F A(Cisis Gian — CiiiaCisia) = CiyizCisia; 


所 以 
F(z,0) = (aiiaaisia + Msi Gigi )z2 十 (aitiaciaia + aisaiaciiia)7 十 ciiacisaia = 0. 
由 根 与 系数 的 关系 , 得 
Qiliz Ciaia 十 Qisia Ciliz 
Qili2Qiai4 + AGi; i4 Giai š 


Ci; ia Cisia 
, 
Gi i5 0isi4 十 AO, i40 isis 


udtv--— 


uv = 


FÆR (1.4.3) 成 立 . 

推论 1.4.1 V + = (iiiazisi) 是 1,2,3,4 的 一 个 排列 , 两 直线 lai 与 liia TH 
交 于 坐标 原点 , 另 两 直线 对 liis 和 lisia ER lizis 和 luin 与 z 轴 的 交点 为 U (u), V (v), 
则 

L + z = f(7)( 为 与 无 关 的 常数 ) 

证 明 ”在 定理 1.4.3 中 分 别 取 入 = 0( 或 入 = 1) 即 得 . 

定理 1.4.4 设 = (iiiziai),m 是 1,2,3,4 对 二 级 函数 g(r) 本 质 上 两 个 相 
同 的 排列 , 两 直线 lain 与 Lui 相交 于 坐标 原点 , z 轴 与 过 平面 上 四 点 Pi, P», Ps, P4 
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的 型 如 式 (1.4.2) 的 任意 两 条 二 次 曲线 Fn (m, y) = 0(k = 1,2) 的 交点 分 别 为 Uk (uk), 


Vk(uk)(k = 1,2). 2 01,0554 CiíaCisia — iria ista Ciis Cus, 2 0, M 


(ui t vi) 一 (Wz 十 Wp) _ (7)( 为 与 1, 入 无 关 的 定 值 ). (1.4.4) 


V1V1 一 U22 


WEBB ”如 图 1.4.3 所 示 . S Fi(2,0) = (1 — A1)li, 44 (£, 0)lisia (2,0) + Aliis (£, 0) 
lisi (7,0) = az? + bz + c, 


于 是 有 
a —(1 — À1)ai i, aizia 十 AlaiaiasQiaii = Gi io Gisia 十 Al(aisiaaiai 一 Giyš2 Gisša ) 


一 0 = Alizia airis A 0 


o~ 


=(1 — M1) (aiizCisia + QisiaCiyia) + Àl (Qiziz Cisi, isis Cizia ) 
=li izĈizi4 + QisiaCiiiz 十 Ai(Givis Cia ia = Gi, i4Cis is); 
c =(1 T ^1)Ci ia Cisia T A1Cis is Ciaii = CilizCisia 十 ^ (Cizis Ciais 一 Ci; i; Cisia )- 


根据 根 与 系数 之 间 的 关系 , 有 


_ Giri2Cisia + Qiaiacilia 十 M(GiisCiuis 一 QiaiaCiiia) 


uj 站 Wt = 
aiaiaQisid 一 MQizia i is 
— Cii i2Cisia RS ^i (Ciis Ciail 一 Cii izCisi4) 
u1U1 m a D eR m , 
Qiii; Gisia 一 ^1Q0i5i4 Qi, is 
类 似 地 , 有 
QilizCisia 十 QiaiaCilia 十 Aə2(Giyis Ciis — Gisia Ci; is) 
2 -F V9 Z — ————————M———M——————————. 
Qiziz ligia 一 A205 i4 Qi, ia 
CiiCiai, + M2 (CiziaCiait 一 Ciliacisia) 
uguo 一 一 一 


Qi, Qisia NS M2Qivia Qilis 
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于 是 


(ua +v) 一 (wz 十 v2) 
Oo iyi T Gigi Ciria T No (Oii iain — GisisCi is) 
i Qiziz lizia 一 A20i5i4 Qi, is 
_ QirizCisia T Gisia Ciis 十 Al(aitisciaia — Mizia Cisis ) 
Qi i; Qisis — À1 lizis i is 
» (Aa 一 XA) [dia (Gu sebae + ista Cia) F-04545 04364 (Giris Cisia + aiita ity) (1.4.5) 
(ai, i2 Qisia Da Maizia Gi, is (Qi; i; Gisia 和 2aiaia Gi, is ) SLUT 
Ci i;Cisia + À1 (Cisis Cai — CiisCisia) 
Qiziz aizia — MG isi liris 
_ Ch isCiaia + M2(CiziaCiail — CirizCisia) 
Qiziz Qisia 一 M2Qizia Qi, is 
(A2 一 À1)(Qizi4 Qisiı Cii; Cisia 一 iiia Qisia Ci isCiai2) 
(Ga Gisia — Àl lizia 3 is (di oisi, — Andi) 
式 (1.4.5)- IÑ (1.4.6), 即 得 式 (1.4.4). 
推论 1.4.3 W r = (iliziaia) 是 1,2,3,4 的 一 个 排列 , 直线 L. 和 ligia; 
lizis 和 lii 与 z 轴 的 交点 分 别 为 Ui (ui), V (v )(k = 3,4). zi Gi. Gi Giai 一 


Gi Gi Ciis Cin ia 2 0, DU 


U1V1 一 u2U2 = 


(1.4.6) 


(ua + v3) — (u4 + v4) 
V3v3 一 u4VU4 
证 明 ”在 定理 1.14 PHIR n = 0m = 7 K. Xi = Àə = À —0,1 即 得 . 
推论 1.4.3 W n = (iiizisia),m 是 1,2,3,4 对 二 级 函数 g(7) 两 个 本 质 上 
相同 的 排列 ，z 轴 与 过 平面 上 四 点 P, Po Ps, P. 的 型 如 式 (1.4.2) 的 任意 两 条 二 
次 曲线 Fo (2, y) = 0(k = 1,2) 及 直线 Li ia 和 lisia, lizis 和 lui 的 交点 分 别 为 
Uk(uk), Ve (vk)(k = 1,2,3,4). TT Ginis isi, Ciis Cist — lizin ligia Cis iaia 2 0, M 


= g(r)(2J Ej M, MERKI E É). 


(u; + vi) — (u; + vj) 
UiVi — ujUj 


证 明 ”由 定理 1.4.4 及 推论 1.4.2 即 得 . 
1.4.3 ”直线 与 二 次 曲线 交点 定 值 定理 的 应 用 


注意 到 平面 上 点 Pile yili —1,2,3,4) 的 排列 次 序 + = (ilizisia) 以 及 过 其 中 
任意 两 点 Pi, P; 的 直线 L;(z,u) = aijz 十 bijy 十 ci; = 0 的 形式 与 坐标 系 的 选择 无 
X, 所 以 由 它们 所 确定 的 二 次 曲线 簇 1.4.1 和 1.4.2 的 形式 也 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 
据 此 容易 证 明 如 下 的 定理 . 


= g(7)(i,j = 1,2,3,4; Z 站 (为 与 和 1, 和 a 无 关 的 定 值 ). 
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定理 1.4.5 W Q1, Qo, Qs, Qa 是 平面 上 不 同 四 点 . 01,72, ,Tn 是 1,2,3,4 对 
一 级 函数 f(r) 本 质 上 n 个 相同 的 排列 (包括 相等 , 以 下 类 同 ), 1;; 是 过 Qi Q; 两 点 
的 直线 , 以 两 直线 lii 与 Lui, 的 交点 为 坐标 原点 的 直线 ! 与 过 Q1, Q2, Qs, Q4 的 形 
如 式 (1.4.2) 的 任意 n 条 二 次 曲线 F. (v, y) = 0 的 交点 分 别 为 Uk (u.), Vi (vk)(k = 
1,2,---,n). 车 对 任意 的 有 = 1,2,… ,mw 有 ukuk Z 0, 则 

1 1 1 

Uk TUR = tu (1.4.7) 
其 中 ki, ja = 1,2,- ,n; ki Z ko. 

证 明 ”如 图 1.4.4 所 示 . 以 1 为 x 轴 、1 的 原点 为 直角 坐标 原点 建立 坐标 系 . 设 
Qi 的 坐标 为 Qi;(zi,vi)(i = 1,2,3,4), 于 是 有 定理 1.4.3 有 


= + = = f(rx)(k = 1,2,---,n), 
因为 0,72, ,Tn 是 1,2,3,4 对 一 级 函数 fr) 本 质 上 ”个 相同 的 排列 , 所 以 
F(T) = f(zə) =… = f(m), 因此 式 (1.4.7) 成 立 . 


图 1.4.4 


推论 1.4.4 Vt Qi, Qo, Qs, Qa 是 平面 上 不 同 的 四 点 , n = (iiioiai) 是 1,2,3,4 
的 一 个 排列 , 1;; 是 过 Qi, Q; 的 直线 . 以 两 直线 Lu. 与 Lui, 交点 为 坐标 原点 的 直线 1 
与 男 两 对 直线 liis 和 ligias lizis 和 Luis 的 交点 分 别 为 Un (wp), Vi (vi )(k = n4-1,n4-2). 
若 对 任意 的 上 有 wv 关 0, 则 
1 1 1 1 


+ + : 

Un--1 Un--1 Un4-2 Un--2 
证 明 ”如 图 145 AR. $ nsns mT EMSA n 
0,1, 于 是 两 对 直线 lii 和 lizis Luis 和 lan 均 为 二 次 曲线 簇 F. (£y) = 0(k = 
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1,2,… ,n) 的 退化 二 次 曲线 , 故 由 定理 1.4.4 有 
1 1 


n— — LL LL 1 A 2 
So f(r)(k =n + 1,n 4 2), 


因此 , 推论 1.4.4 结论 成 立 . 


图 1.4.5 


由 定理 1.4.5 及 推论 1.4.4, 即 得 下 述 定理 . 

定理 1.4.6 3 Q1, Q2, Qs. Q4 是 平面 上 不 同 的 四 点 , m = (irizizis), T2, ,Tn 
是 1,2,3,4 对 一 级 函数 f(r) 本 质 上 n 个 相同 的 排列 , 1;; 是 过 Qi,Qi 两 点 的 直线 ， 
以 两 直线 liis 5 lizia 交点 为 坐标 原点 的 直线 1 与 过 Q1, Q2, Q3, Q4 的 形 如 式 (1.4.2) 
的 任意 n 条 二 次 曲线 Fr, (m, y) = 0(k = 1,2,… ,n) 及 两 直线 对 liis 和 LG, lizis 和 
l4, 的 交点 分 别 为 Uk (ux), Veluk) (k = 1,2,… ,n 十 2). 若 对 任意 的 大 有 uku, Z 0, 
则 

: + E s UNT 1,2,.…… ,n+ 2:;s Z t). 

ut Ut 

iE 1.4.1 根据 二 次 曲线 艇 (1.4.1) 和 (1.4.2) 与 其 四 个 基点 排列 的 对 应 性 易 
Al, 当 直 线 1 及 其 坐标 原点 是 两 直线 Liu 与 luu 及 其 交点 (或 lii, E La KEX 
点 ) 时 , 定理 1.4.3~ 定理 1.4.5 及 其 推论 的 结论 仍然 成 立 . 

定理 1.4.7 W Q1, Q2, Qs, Q4 是 平面 上 不 同 的 四 点 , 01,79, ,Th 是 1,2,3,4 
对 二 级 函数 g(r) 两 个 本 质 上 相同 的 排列 , 1; 是 过 Qi Q; 两 点 的 直线 . 以 两 直线 
liis 5 lii, 交点 为 坐标 原点 的 直线 1 与 过 Qu, Qo, Q3, Q a 的 形 如 式 (1.4.2) 的 任意 
n 条 二 次 曲线 F.,(z,#) = 0 的 交点 分 别 为 Uy (uy), Vk (vx)(Kk —1,2,: ,n). TOS HE 
意 的 ki ko = 1,2, ,n; ki Z k2, uk, ok, — UkaVka Z 0, 则 


(us, T Us, ) T (ui, eu Ut, ) = (us; + Us; ) rd (us, + Vta) 


Wa Üs 


, (1.4.8) 
Us, Us, — Ut Ut, Us, Us, 一 Ut, Ut; 
其 中 Sı, 82; t1, t2 — 1,2,*-* T; H $1 = S2,t1 z t2 至 少 有 一 个 成 立 . 
证 明 以 1 为 xz 轴 、1 的 原点 为 直角 坐标 原点 建立 坐标 系 . W: Qi 的 坐标 为 


Qi(zi, yi) —1,2,3, 4). H Uk, Uk, — Uk, Uk, Z Ü 有 Qi2i4Qiail Ciliz Cisaia iiio Qisia Cit ia Ciaio 
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z 0. 于 是 根据 定理 1.4.5 知 , 对 任意 的 s, t= 1,2,… ns Z t, A 


Us T Us) — (Ut T Ut 
i DO = a = 90), 
因此 式 (1.4.8) 成 立 . 
推论 1.4.5 W Qi. Qo, Qs. Q4 是 平面 上 不 同 的 四 点 ,7 = (iiiziai4) 是 1,2,3,4 
的 一 个 排列 , i;; 是 过 Q;, Q; 两 点 的 直线 . 以 两 直线 lai 与 Lui, 交点 为 坐标 原点 的 直 
线 ! 与 直线 Luis 和 Liuius lizis 和 Uu; 的 交点 分 别 为 Uk (ux), V (vx)(k — n+ 1,n + 2), 
若 对 任意 的 ki, ko = n + 1,n + 2; ki Z ka, 有 uj vi, — ux,vk, Æ 0, W 


(un41  Un41) 一 (un+2 + Un+2) 


— g(r). (1.4.9) 
Un--1Un-4-1 一 Un-4-2Un--2 
WA < Z= =. =T =TM =) A =: = A =01 TEB Lu, 
和 luus lizis 和 lyn 均 为 二 次 曲线 簇 所 (zx,y) = 0(k = 1,2,… ,n) 的 退化 二 次 曲 


线 , 故 由 定理 1.4.7 得 式 (1.4.9). 

由 定理 1.4.7 及 推论 1.4.5, 得 下 述 定理 . 

定理 1.4.8 W Qi, Qo, Qs, Qa 是 平面 上 不 同 的 四 点 , mi = (iii2i3i4), T2, ,Tn 
是 1,2,3,4 对 二 级 函数 g(r) 两 个 本 质 上 相同 的 排列 , 1;; 是 过 Qi; Q; 两 点 的 直线 . 以 
两 直线 lu 与 luu 交点 为 坐标 原点 的 直线 ! 与 过 Qu Qo. Qa, Qa 的 形 如 式 (1.4.1) 
的 任意 n 条 二 次 曲线 Fn (zy) = 0 及 直线 Uu 和 Luis, Luis 和 Lui 的 交点 分 别 为 
Ux (ux), Ve (Vk) (Ek = 1,2,---,n-- 2). 车 对 任意 的 ki, ko = 1,2, n +2; ki Æ ko, A 


Uk, Uk, — Ups Uk, A 0, 则 


(us, E Usi) (ui, + Ur) E (us, F Us) T (uz, TU) 
Us, Us, — Ut Ut, Usa Usa — Ut, Ut; I 
其 中 5,556,125 1,2,- n +2; Hsi Z so,ti Z tə 至少 有 一 个 成 立 . 
ik 1.4.2 ”根据 二 次 曲线 簇 (1.4.1) 和 (1.4.2) 与 其 四 个 基点 排列 的 对 应 性 易 
Al, 当 直 线 1 及 其 坐标 原点 是 两 直线 Luis 与 luu 及 其 交点 (或 lui, 与 La 及 其 交 
点 ) 时 , 定理 1.4.6~ 定理 1.4.8 及 其 推论 的 结论 仍然 成 立 . 
1.4. 结论 


综 上 所 述 , 过 平面 上 不 同 四 点 可 以 作 12 条 不 同 的 有 向 直线 , 但 若 不 考虑 直线 的 
方向 , 其 中 只 有 6 条 是 不 同 的 . 从 这 实质 上 不 同 的 6 条 直线 中 任 选 4 条 , 再 加 上 4 条 
直线 的 先后 次 序 , 对 特定 的 参数 Ó 而 言 , 可 以 得 到 24 条 形 如 式 (1.4.1) 的 二 次 曲线 ， 
其 中 每 条 二 次 曲线 对 应 于 4 中 的 一 个 排列 . 但 在 这 24 条 二 次 曲线 中 , 只 有 6 类 是 
本 质 上 不 同 的 , 一 类 不 同 的 二 次 曲线 , 对 应 于 4! 的 6 类 不 同 的 排列 D, D,- Xe. 
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21 点 到 直线 有 向 距离 公子 


点 是 零 维 图形 , 直线 为 一 维 图 形 , 因此 点 到 直线 间 的 有 向 距离 可 以 看 成 是 一 个 
零 维 图 形 与 一 个 一 维 图 形 之 间 的 有 向 距离 . 

点 到 直线 间 的 有 向 距离 , 不 仅 与 点 和 直线 有 关 , 而 且 与 直线 的 走向 有 关 , 因此 
必须 把 与 直线 1 : az + buy + c = 0 和 与 其 相差 一 个 符号 的 直线 07 : -az — bu — c = 0 
区 别 开 来 . 

本 节 首 先 给 出 点 到 直线 之 间 有 向 距离 的 概念 有 向 距离 公式 与 性 质 ; 其 次 介绍 
点 到 直线 之 间 有 向 距离 的 一 些 结论 , 包括 双 曲 线 上 任意 一 点 到 其 两 共 斩 渐 近 线 间 有 
向 距离 的 定 值 定 理 、 三 角形 内 (外 ) 切 圆 切 线 的 Harcourt 定理 等 结论 ; 最 后 , 给 出 
三 角形 中 有 向 距离 的 几 个 定 值 定 理 及 其 应 用 . 


2.1.1 ”点 到 直线 间 有 向 距离 的 概念 、 性 质 和 公式 


定义 2.1.1 RA P(ro,yo) 到 直线 1: az+ bu + c — 0 的 距离 为 dp_1, 则 PP 到 
直线 1 的 有 向 距离 
Dp = +dp., (2.1.1) 


其 中 “十” 号 与 aro + byo + c 的 符号 相同 . 

特别 , 当 P 在 直线 ! 上 时 , 我 们 规定 式 (2.1.1) 中 的 距离 为 零 . 

显然 De- = -Dru AH, 在 有 向 距离 下 , 过 两 点 的 直线 方程 与 过 这 两 
点 先后 次 序 有 关 的 .为 此 , 我 们 用 lp plep (在 不 至 于 引起 混淆 的 情况 下 简 记 为 


P, Po, PP) 分 别 表示 依次 过 Pi (z1, y1), P. (z2,u2) 的 直线 
qo d 
zi y 1|=0 BB (yi —guə)z-+ (zo — zi) + (z1yo — 2291) = 0 


Z2 y» 1 


和 依次 过 P;(z2,u2), Pi (zi, 31) 的 直线 


—0, BB (yo—yi)z + (z1 — z2)y + (z241 一 Z1y2) = 0. 


zı yı 1 
定理 2.1.1 点 P(zo,yo) IJAZ l: az + by + c = 0 的 有 向 距离 
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axo + byo + c 


ps = S (2.1.2) 
š b 
证 明 ”因为 点 P(zo,yo) 到 直线 1: azd-by--c = 0 的 距离 dp = an L dl, 
a 
" + byo + c| 
所 以 点 P(zo, yo) 到 直线 1: az + by + c = 0 的 有 向 距离 Dp. , = +2 
(zo, yo) y P-l Jd rg 
根据 定义 2.1.1, 34 azo+byo+c > 0 时 , Dp- = lazo + byo + cl 8 t byo + €. 
a2 + b2 a? + b? 


m axo + bi c azo + E 
4 azo+byo+c < 0 时 ， 二 _ lazo + byo * cl = axo b byo te, 当 azo+byo+c = Q 


Va? + b? va? + b? 
时 , Dp.,—0. 因此 式 (2.1.2) xr. 


推论 2.1.1 点 P(zo,yo) 到 直线 P, P> : (yi y2)r- (2—21)y- (3192—72351) = 0 
的 有 向 距离 


Dp-p, P; 


1 
Xe [Gn — y2)zo + (x2 — zi)yo + (z1y2 — 2231)]- (2.1.3) 


WEBB ”根据 定理 2.1.1 和 两 点 间 的 距离 公式 即 得 . 
2.1.2 ”点 到 直线 有 向 距离 的 几 个 结论 

定理 2.1.2 YE P 是 双 曲 线 z2/a2 — y?/b = k?(a,b,k > 0) 上 任意 一 点 , 证 
8j: P 到 两 共 轿 直线 h : bz + ay = 0,1l2 : bx — ay = 0 间 的 距离 (有 向 距离 ) 之 积 恒 
为 定 值 . 

证 明 ”如 图 2.1.1 所 示 . W P 的 坐标 为 (ak seca,bktana), W 


D z bak seca + abk tana  . u bak sec a — abk tan a 
Ph Jete ° 735. Jere c 


图 2.1.1. 双 曲 线 上 任意 一 点 到 两 共 扼 直 线 的 有 向 距离 
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于 是 
a2b2 2 
Dp, DP- NW (seca + tan a) (sec a. — tan a) 
CE o. 2 a2b2k2 
= Sec a — tan” o) = PPE. (为 定 值 ). 


推论 2.1.2 WHH r?/a? — y?/b = K?(a,b,k > 0) 上 任意 一 点 P 到 椭圆 
z2/a2 + 2 /b2 — 1 的 两 条 共 斩 直 径 (或 双 曲 线 22/a? — 2/b2 = 1 的 两 条 渐 近 线 )y = 
+Ë 间 的 距离 (有 向 距离 ) 之 积 恒 为 定 值 . 

定理 2.1.3 ”过 正 多 边 形 P.P; P, 的 各 个 顶点 P, 向 任 一 直线 1 作 垂 线 , 3E 
AJ Qk(k = 1,2,--- ,m), 则 


n 
1 3x T 
M» DQo,—P, i P, a = ENR (5 cos — + cos z) 
k=1 


其 中 PP- P, 为 正 癌 三 角形 时 取 “+” 号 , 反 向 三 角形 时 取 “--” 号 ; a, R 分 别 为 
正 多 边 形 P,P- Pa 的 边 长 和 外 接 圆 半径 . 

WEBB ”如 图 2.1.2 所 示 . 当 PP- Pa 为 正 向 多 边 形 时 , 设 其 顶点 的 坐标 为 
P, | Reos ^. v, Rsin Za) (k=1,2, ,n),l 的 方程 为 


az + by + c = 0 (a° +b? = 1), (2.1.4) 
于 是 过 P. H5 1 垂直 的 直线 方程 为 
br — ay + R (asin - — b cos o2) = (2.1.5) 


sÑ (2.1.4) 和 式 (2.1.5) 联 立 , 求 得 垂 足 的 坐标 为 
Qk c +bR (asin e e — bcos Za) ,bc 十 aR c an — asin Ex) ) 
n n n n 


(k= 1,2,--- n). 


K 21.2 IE£YUÉ ii SVEERCEH Ac 3k E BE PE DR 
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直线 P, i P, o 的 方程 为 


. 2k -2 . 2k 十 4 2k--4 2k 十 2 . 2m 
sin m — sin z | z + | cos T — cos Ty Rsin — = 0, 
n n n n 


n 
即 
2k 
— cos ti NP ses aa E NS 
n n n 
于 是 
3 Day- Pusta 
k=1 
2k 2 
=- X” [ern (asin TEn boos T] co Os icd 
n n 
k k 2k 
Meran Mme er) i ERE 
n 
x 十 3 ". . 4k +3 
-nRcos T — ac) cos 2Ë x — bc Y ^ sin 2Ë Ts abR sin x 
k=1 k=1 k=1 
1 - 4k -- 3 3 1 Ak 4- 3 
+ PR [eos u ros) - ze Ry c T x — cos ZE) 
2 n n 2 n n 
k=l k—1 
因为 
í, 外 十 3 . 2k — 1 2k 十 3 
= sin x —0, c = 0; 
k=1 k=1 各 k=1 
z 多 十 3 ， T . 4k-1 z 4k+3 
2 e = Y sin zx —0, cos x — 0, 
k— k-—1 " kal 2a 
所 以 


X Heus Py Pei =nReos + > jy onte NES 
k=1 


1 
=nR cos” + ut + b?)R cos E nR | = cos 3 + cos Ž 
n 2 n 2 n n 


24 PP- Ps 为 反 向 多 边 形 时 , 则 PP, o P, 正 向 多 边 形 , 于 是 


TL TL 
3x x 
> ,DQ Prti Pr42 m > , Dig Pha Piti — —nR G cos — + cos — 
k=1 k=1 


推论 2.1.3 ”过 等 边 三 角形 P, P; P. 的 各 个 顶点 Py 向 任 一 直线 1 HER, 3E 
足 为 Qi(k = 1,2,3), 则 


Dq,-r,p + Dq,-PsP, + DQs- p, p, = 0. 
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证 明 ÆR (2.1.3) PS n = 3 即 得 . 

定理 2.1.4 XII 2a 的 正方 形 ABCD 内 接 于 一 圆 . 证 明 圆周 上 的 任 一 点 
到 正方 形 各 边 有 向 距离 的 和 恒 为 常数 4a, 有 向 距离 的 平方 和 恒 为 常数 8a2. 

证 明 “ 不妨 设 正方 形 顶 点 的 坐标 为 A(V2a,0), B(0, /2a), C(—vV2a, 0), D(0, 
一 V2a), 其 内 接 圆 上 任意 一 点 的 坐标 为 P(V2acosa, Vasina). 于 是 直线 AB 的 
方程 为 


di y 1 
vV2a 0 1]|-0, 
0 V2a 1 
即 
—z — y + V2a = 0. 


同 理 可 以 求 得 其 余 各 边 的 方程 
BC : z — y + V2a = 0; CD: x+y + vV2a = 0; DA:—z4 y^ Va = 0. 

于 是 

— V/2a(cos a + sino — 1) 


yl+1 


Dp. pc —a(cosa — sina + 1), 


Dp_AB = = —a(cos o + sino — 1), 


Dp.cp —a(cosoa - sino + 1), Dp-pa = a(— cosa + sina + 1). 
所 以 
DP-4B 十 DP-sc 二 DPp-cD 十 DP-DA4 
=4a, Db. ap + Db gc + Db cp-* Db pa = 8a2. 


定理 2.1.5(Harcourt Æ) Z 1 是 三 角形 QQQ; 内 切 圆 的 任 一 切线 , R. 
三 角形 内 部 的 点 到 1 的 有 向 距离 大 于 零 , Seoses 表示 三 角形 Q182Q3 的 面积 , 则 


3 
>  Dqo,-ido, iQ. = 2Sooxos( 为 定 值 ). (2.1.6) 


i=l 


证 明 ”如 图 2.1.3 所 示 . AN Q1QoQs 为 正 向 三 角形 , 其 内 切 圆 为 2? +y? = 
R2,QiQi+il 与 其 切 点 的 坐标 为 P;(Rcoso;, Rsino;)(i = 1,2,3), FÆ 0 < ai 一 ai < 


T. 


由 Qi2Q; 的 直线 方程 
COS ai+2 © Z + sin; 2 -Y = R 


和 QiQi+l 的 直线 方程 
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cosa;:r--sino;:;y—R 


求 得 三 角形 QiQ»Qs 顶点 的 坐标 


Qi + Qi 十 2 . Qi 十 Qi 十 2 
Rcos—— —2?  Rsin 一 2 EE 
| 一 一 一 全 一 一 一 全 一 一 | (i21,2,3) 
Qi Qi 一 Qi+2 " Qi 一 Qi+2 ( (23) 
cos—z COS ~ 


图 2.1.3 三 角形 内 切 圆 任意 切线 的 Harcourt 定理 


又 设 ! 与 内 切 圆 z?--y? = R 的 切 点 为 P(Rcosa, Rsino), 于 是 由 题 设 1 的 方 
程 为 


—cosoa-:z —sina:gy-- R = 0. 


Do, 
G; + Qi+2 : . Qi T O42 
Rcosa cos —————— . Rsinosin ————— 
=R———— F 
Qi 一 Qi 十 2 Qi—QGiy2 C7 
cos 一 一 一 一 cos ——— —— 
2 2 
doccia 
2 2 
Q4-2 + Qi+1 ii T G; . Qis? + Qi+1 . Qizi + Qi 
pos ER Pd on LT G gp SHAT Oiti in OE i 
=R G 2 MESE cM + MENS Mat == > 
Qi 十 2 一 O41 Ql — Qi Q2 一 Oil Qi+1 — Qi 
cos —————— | cos ——— COS 一 = cos— 
2 2 2 2 
: 0442 — Qi 
Rsin 一” 一 
Ca 一 oil Oi Qi 
Cogo ER ee 


2 2 
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3 3 
» DgQi-1dQi Qi = R dQir1Qi42 


i—1 i—1 


3 3 
OictOir2 . Qi+2 一 ai ，， . Qi 十 Qi+2 . Qi+2 一 Qi 
R fosa > 5 > i 


; 2 : 
i=1 i=1 
3 a a 
— 9 
Į [cos EHI 2 
2 
i=l 
3 3 
8 R? | cosa 1 (sin ai+2 — sino;) — sino 5 (cos ai+2 — cos ai ) 
i=1 i=1 
=R dn Qa 3 
= 0i41 — Qi 
ndn 2 I! cos t 一 
2 
i=1 
3 
=R 5 aa = 2591Q1Q;- 
i=l 


因此 式 (2.1.6) 成 立 . 

定理 2.1.6(Harcourt 定理 ) 向 ” 设 ! 是 三 角形 QQQ; 顶点 Q, 所 对 应 外 切 
圆 的 任 一 切线 , 且 三 角形 内 部 的 点 到 的 有 向 距离 大 于 零 ，So,oso。 表 示 三 角形 
QiQ2zQs 的 面积 , 则 


Dg, ead T Doua-ido Quas —Deo.-idgv ida = 2501Q1Q3 ( = 1,2, 3)( 为 定 值 ). 
(2.1.7) 

证 明 ”如 图 2.1.4 所 示 . 不 妨 设 Q182Q3 为 正 向 三 角形 , 其 顶点 Qi 所 对 应 外 切 
圆 外 切 圆 为 zz +y? = R2,Q.Q; i 与 该 圆 的 切 点 的 坐标 为 Pi(R cosa; Rsino;)(i = 


1,2,3), 于 是 0< aii — Qi < x, 0 < Qi42 — Gi+1 < X, < 0543 — Qi < 2m. 


图 2.1.4 三 角形 外 切 圆 任意 切线 的 Harcourt. 定理 
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仿 定理 2.1.5 的 证 明 并 注意 到 


Ci 
Rsin Opa Oh 
=+— a cerca, (其 中 =i 时 取 正 号 ,k = i-e 1i + ARS) 
人 
即 得 式 (2.1.7) 成 立 . 
2.1.3 三 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定理 及 其 应 用 
定理 2.1.7 B PQ; 是 三 角形 P, P, Ps 内 角 P, P, a P, 的 平分 线 , Q; 是 
Pj2Qi 与 对 边 P;Piy1 的 交点 , P 是 直线 Q Q i iG = 1, 2, 3) 上 任意 一 点 , W 


3 
>` DP-PP = Dp-p,p, + Dp-p,p, + Dp-p,p, = 0. (2.1.8) 
t=1 
证 明 ”如 图 2.1.5 所 示 . 不 妨 设 三 角形 PPP 的 顶点 的 坐标 为 已 (acos ai， 
asino;) (i = 1,2,3), H 0 < o1 < az < as < 2m, MAHA HHH P:P 的 方程 


(sin o; — sin ai+1)z + (coso;41 — coso;)y = asin(o; — Qi+1), 


4 i= 1 时, 消除 恒 负 因子 sin 2202 得 有 向 直线 P. P, 的 方程 


一 Q1 


Q2 + Q1 . Go. + Gi Q2 
ig. —— —— —— 5 —m- "racos 2 


T — sin = 0, 


— CO 


E 
Të Q2 + 01 . Oo + O1 Q2 —0 
w —3 Uta 
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类 似 地 , Dp. p,p, = — cos — -z — sin mU -y + a cos aTa, 


当 ¿= 3 时 , 消除 恒 正 因子 sin 2291 得 有 向 直线 P, P, 的 方程 


二 O3 toi Qa3 一 al — 


co 2 -£ + sin -Y — a cos 0, 
Q3 + Ql . &œ&3 tai Q3 — 01 
Dp. pp, = cos— ‘wisn Ys 


因为 Q, 是 角 平分 线 P Q, 与 直线 P, P, 的 交点 , 由 以 上 各 有 向 距离 的 表达 式 
及 三 角形 各 边 的 方程 易 知 


Do,-pP, = 0, Do,-P;Ps 23 Dq,-P,P, = 0, 
所 以 


DQ, -P P> us DQ, -PzP sP Dq;-P,P = 0, 


类 似 地 
Dq.—- P.P; + Do.,—P,P, + Das—PsP = 0. 


于 是 对 于 直线 QQ 上 任意 一 点 P, TUS 


3 
> DP-PP = Dpr-p,p, + Dp-p,Ps + Dp-p,p, = 0, 


$= 


类 似 地 , 可 以 证 明 P 分 别 为 直线 QoQs.QsQi. 上 任意 一 点 的 情形 , zÑ (2.1.8) 
成 立 . 
推论 2.1.4 W Pj2Q; 是 三 角形 PPP 内 角 P,P; oP, 的 平分 线 , Qi 是 
Pi+2Qi 与 对 边 Pb 的 交点 ， P 是 直线 QiQiji(i- 1, 2, 3) 上 任意 一 点 ， 则 Ps) 
三 角形 三 边 的 距离 dp pp, dp p.p dp pp, P, 其 中 一 个 的 等 于 另 两 个 的 和 . 即 
当 P 是 直线 Q .Q; I 上 位 于 Q, 一 侧 任意 一 点 时 ， 


dp Ppri pis = dp: pipas + dp-=.p. p, (š = 1,2,3); 
当 P 是 线段 QiQua 上 任意 一 点 时 ， 

dp.p,,,P, = dP-P;Pj4. + dP-Pj A Pius ( = 1,2,3); 
当 P 是 直线 QiQiu 上 位 于 Qua 一 侧 任意 一 点 时 ， 


dp-p,P,,. = dP-p,, P, + dP- P;,,P; (i = 1,2,3). 
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-Si 
证 明 ”如 图 2.1.5 所 示 . 注意 到 式 (2.1.8) 中 三 个 有 向 距离 Dp pp, Dp P, Ps 
Dp-_psP, FP, 其 中 一 个 的 符号 与 男 两 个 的 符号 相反 即 得 . 


定理 2.1.8 W PQ: 是 三 角形 P, P, Ps 外 角 P, P, P, 的 平分 线 , Q^ 分 别 
是 PQ; 与 对 边 PiP 延长 线 的 交点 , P 是 直线 QQ (i = 1, 2, 3) 上 任意 一 
点 , 则 


3 
5 Dp-p;p,, = Dpr-p,P, + Dp-p,p, + Dp-p,p, = 0. 
$=1 


(2.1.9) 
WEBB ”如 图 2.1.6 所 示 . 仿 定理 2.1.7 可 以 证 明 式 (2.1.9) 成 立 . 


图 2.1.6 


推论 2.1.5 W 已 +?Q9! 是 三 角形 P. P;Ps 外 角 P.P, o Pi, 的 平分 线 , Q; 是 

PQ; 与 对 边 P.P, , 的 交点 , P 是 直线 Quli = 1, 2, 3) 上 任意 一 点 , W P 到 

三 角形 三 边 的 距离 dp pp, dp p, p, dP-_PsP, 中 , 其 中 一 个 的 等 于 另 两 个 的 和 . 即 
= P 是 直线 QQ 上 位 于 Q; 一 侧 任 意 一 点 时 ， 


dp_Pi+iPi+2 Fe dP-P; Pis, + dP-P;42P; (i= 1,2,3); 


当 P 是 线段 QQ 上 任意 一 点 时 ， 


dp P, oP, 一 dpP-P,P;,, 十 dp Pu Pa (i — 1,2, 3); 
= P 是 直线 QQ EAF QU, 一 侧 任意 一 点 时 ， 


dp-p;p,,, = dp—PiniPirz + dP-p,, sp, (i = 1,2,3). 
定理 2.1.9 


W Pi2Qi, PQ, 分 别 是 三 角形 P, P; Ps 内 角 P; Pj 2 P; , 和 和 角 
P, P, Pi 的 外 角 的 平分 线 , Qi, Q: 分 别 是 已 taQi P, 2 Q; 与 对 边 P; Pj, 和 对 边 
P, P, 延长 线 的 交点 , P Æ QR = 1, 2, 3) 上 任意 一 点 , 则 
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3 
XO DPP, Pi = Dp-p,p, + Dp-p,p, + Dp-p,p, = 0. (2.1.10) 


i=l 


证 明 ”如 图 2.1.7 所 示 . 仿 定理 2.1.7 可 以 证 明 式 (2.1.10) 成 立 . 
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推论 2.1.6 W PaQi P, 2 Q! 分 别 是 三 角形 P, P, Ps 内 角 P;P; > P, , 和 和 角 
已 PP 的 外 角 的 平分 线 , Q; Q: 分 别 是 PaQi P, Q: 与 对 边 P; P; 和 对 边 
P;Paa 延长 线 的 交点 , 已 是 QiQL G; = 1, 2, 3) 上 任意 一 点 , 则 P 到 三 角形 三 边 
的 距离 dp pp, dp PP,dp p.p. P, 其 中 一 个 的 等 于 另 两 个 的 和 . 即 

当 P 是 直线 QiQ4 上 位 于 Q, 一 侧 任意 一 点 时 ， 


dp-P,,,P,45 一 dpP- 忆 Phi 十 dpP-PiaP (i = 1,2,3); 
34 P ERB QQ 上 任意 一 点 时 ， 

dp.p,,4P, = dp-pP,p,, T'dp=p, (Pi, (ë = 1,2,3); 
当 P 是 直线 QQ EAF QU, 一 侧 任意 一 点 时 ， 


dp-p,P,,, = dp—P,.yi Pi, + dp—p,. p, (i = 1,2,3). 
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我 们 知道 ， Servois 定理 、Carnot 定理 、Brahmagupta 定理 、 切 线 与 辅助 圆 定 
E, Anthemius 定理 、 焦 点 和 切线 的 Apollonius 定理 和 Zer 定理 是 平面 几何 中 著 
名 的 结论 , 其 实 这 些 结论 都 和 点 到 直线 之 间 的 有 向 距离 有 关 . 

本 节 主 要 用 有 向 距离 的 思想 方法 审视 这 些 定理 , 并 给 出 这 些 定理 的 证 明 . 

定理 2.2.1(Servois 定理 ) ”三 角形 任意 一 个 顶点 到 垂 心 的 距离 , 等 于 外 心 到 它 
的 对 边 的 距离 的 两 倍 . 
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证 明 ”如 图 2.2.1 所 示 . 以 三 角形 P, P; P, 外 心 O 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 
A. 不 妨 设 三 角形 的 顶点 坐标 为 P (acosa, asina), P;(acos B, asin 8), P(—a cosa, 
asina), PIQ1 P.P, 于 Q, Œ>} H, 则 三 角形 的 外 心 O 到 PRP 的 有 向 距离 


Do-p,p, = asina. 


2.0. 三 角形 垂 心 与 外 心 的 Servois 定理 


Zi cos ñ + cosa = 0, Jl] P, P, Ps 为 直角 三 角形 , 且 圆 心 O 为 P, Ps 的 中 点 , 结 
论 显然 成 立 . ne 
车 cos B + cos o Z 0, 因为 kp, p, = Hag ene Z 0, 所 以 直线 P, Q 的 方程 为 


cos B + cosa 


cos B + cosa 


y — asina = —— : 
sin B — sino 


(z — acosa), 


4 r —acos 8, 得 垂 心 H 的 纵 坐 标 
cos B + cos q 


y = asino 一 一 s 
sin 8 — sino 


(a cos B — a cosa) = a(2sino + sin £), 


于 是 Dp,u = a(2sino + sin 8) — asin 8 = 2asino, 所 以 Dpyp = 2Do p.p, , AME 
H 2.2.1 结论 成 立 . 

定理 2.2.2(Carnot 定理 ) 回 ”三 角形 每 条 高 上 垂 心 到 一 边 的 线段 等 于 这 条 高 
从 边 到 三 角形 外 圆 交 点 的 延长 线 . 

证 明 ”如 图 2.2.2 所 示 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 如 定理 2.2.1 证 明 所 设 ,， PH 
与 直线 P, P, 和 三 角形 外 接 圆 的 交点 分 别 为 M,N, 于 是 M,N 的 纵 坐 标 分 别 为 


ym = asina, yy = —asin 8. W 
Dym = asino — a(2sina + sin 8) = —a(sino + sing) = Dy, 


因此 定理 2.2.2 结论 成 立 . 
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图 2.2.2 三 角形 高 的 Carnot 定理 


定理 2.2.3(Brahmagupta 定理 ) — 若 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 , 则 过 对 
角 线 交 点 且 垂 直 于 一 边 的 直线 必 平 分 其 对 边 . 

证 明 ”如 图 2.2.3 所 示 . W ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , ACLBD T O,OELAB 
于 E,OE, 延长 线 交 CD + F. 以 AC, BD 为 坐标 轴 建 立 坐标 系 , 不 妨 设 四 边 形 顶 
点 的 坐标 为 A(—a,0), B(0, —b), C(c, 0), D(0, d) (a,b, c, d > 0), FÆ CD 中 点 的 坐标 
为 F(c/2,d/2). 


图 2.2.3 圆 内 接 四 边 形 的 Brahmagupta 定理 


因为 AOAB 相似 于 AODC, 所 以 a/d = b/c, Bl ac = bd. 
方法 1 直线 AB 的 方程 为 


m y 1 
—a 0 1]|-20,Blbz-ay--ab — 0. 
0 —b 1 
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所 以 
d =p _ bc/2 + ad/2 + ab 
F—AB =L/F—AB 一 EN" 7^ 
ab 1 
= =- = — 2 2 
do-AB =Do-AB ZZ P dor P Ve +d 
因为 


(ac — bd)? = 0 => a?c? — 2abcd + b2d2 = 0 = (ad + bc)? = (a? + ?)(c? + d?) 
= ad + bc = (a? + £2) (c? + d2), 
所 以 
d _ V (a2 + b?)(c? + d?) P ab VT ab a i 
PAB $aaU vali 2 "= =. — u Maula 
从 而 定理 2.2.3 结论 成 立 . 
方法 2 ”直线 AB 的 方程 为 一 + =1, 直线 EF 的 方程 设 为 +t =f, 


将 F(c/2,d/2) 的 坐标 代入 得 f = da = 0, 所 以 直线 EF 的 方程 为 Z+? = 0. 
因此 直线 EF 通过 坐标 原点 , 从 而 定理 2.2.3 结论 成 立 . 
定理 2.2.4( 切 线 与 辅助 圆 定理 ) ”分 别 过 有 心 圆锥 曲线 的 两 个 焦点 F, F, 向 


它 的 任意 一 条 切线 1 作 垂 线 , 则 其 垂 足 的 轨迹 是 其 辅助 圆 , 且 两 个 焦点 到 切线 的 距 
A (有 向 距离 ) 之 积 恒 为 定 值 . 


WEBB — (1) 如 图 2.2.4 所 示 . 不 妨 设 椭圆 的 方程 为 z2?/a?+y?/b? — 1 (a » b » 0), 
切 点 的 坐标 为 P(a cosa,bsin a), 则 切线 1 的 方程 为 


zcosa/a+ysina/b= 1. (2.2.1) 


图 2.2.4 椭圆 的 切线 与 辅助 圆 定理 


ie as 
设 F'H'L T H', WJ F'H' 的 方程 可 设 为 
zsino/b — ycosa/a = f, 
将 F'(—c,0) 代入 得 f = —csino/b, 于 是 F'H' 的 方程 为 
zsino/b — ycosa/a = —csino/b. (2.2.2) 
x (2.2.1) 的 两 边 平方 和 式 (2.1.2) 的 两 边 平方 相 加 得 
z? (cos? a/a? + sin? a/b?) + y? (sin? a/b? + cos? a/a?) = 1 + c? sin? a/b?, 


将 cz = a2 — b? 代入 上 式 化 简 得 


r y? = a2. 
X 
—ccoso/a — 1 ccosa/a — 1 
Dp. DPI Ceol — x EN n NN 
V cos? a/a? -- sin? a/b? — V cos2 a/a? + sin? a/b? 
a? — b?) cos? a/a? — 1 —b? cos? a/a? — sin? a 
ED a E ce oo e = b(A EH). 
cos? a/a? + sin“ a/b cos? a/a? + sin“ a/b 


(2) 如 图 2.2.5 所 示 . 不 妨 双 曲线 的 方程 为 zz/a2 — y?/b = 1(a > > 0), 切 点 
的 坐标 为 P(aseco,btano), 则 切线 1 的 方程 为 


rseco/a — ytano/b = 1. (2.2.3) 


图 2.2.5” 双 曲线 的 切线 与 辅助 圆 定理 
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W FH 于 H', W FEH 的 方程 可 设 为 
rtano/b-- yseca/a = f, 
将 F'(—c,0) 代入 得 f = —ctano/b, 于 是 F'H' 的 方程 为 
rsina/b + ycosa/a = —ctan a/b (2.2.4) 
式 (2.2.3) 的 两 边 平方 和 式 (2.2.4) 的 两 边 平方 相 加 得 
z? (sec? a/a? + sin? a/b?) + y? (tan? a/b? + sec? a/a?) = 1 + c? tan? a/b?, 
将 c = a2 十 刀 代入 上 式 化 简 得 
g? + y? 一 a2. 
设 双 曲线 z2/a2 — 2/b2 = 工 切 点 的 坐标 为 P(aseca,btana), 则 切线 的 方程 为 


l: xseco/a + ytano/b — 1, 


于 是 
—cseco/a — 1 cseca/a — 1 
Prep v/sec? a/a? + tan? a/b? Ë v/sec? a/a? + tan? a/b? 
(a? +b?)sec? a/a? -1 _ bsec? afa? +tan?a — 
~ Sec2o/a2 +tan2o/b2 — sec?a/a? + tan? a/b? — 5 (为 定 值 ) 
注 2.2.1 ”定理 2.2.4 的 前 半 部 分 可 以 看 成 是 垂 足 的 坐标 的 平方 和 恒 为 定 值 的 
问题 . 


定理 2.2.5(Anthemius 定理 ) ”过 抛物 线 上 一 点 的 切线 , 平分 由 这 点 与 焦点 的 
连 线 和 过 这 点 且 平 行 于 该 抛物 线 对称 轴 的 射线 所 组 成 的 角 . 

证 明 ”如 图 2.2.6 Bros. 不 妨 设 抛物 线 的 方程 为 y = 2pzx, 焦点 的 坐标 为 
F(p/2,0)(p > 0), 切 点 为 Po(zo, yo), oH 1 F H, 切线 PoT X z 轴 于 了 点 . 


图 2.2.6 抛物线 的 Anthemius 定理 
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于 是 PT 的 方程 为 
Yoy = p(z + zo), 


所 以 
T = (yoy — pzo)/n. 
PH 的 方程 为 
y — yo = 0, 
PoF 的 方程 为 


2yoz — (p — 2zo)y — pyo = 0. 
X P(x,y) 是 切线 PT 上 的 任意 一 点 , 则 


Dp-pjH =Y — yo 
2yor — (p — 2zo)y 一 pyo _ 2yo(yoy — pzo)/p — (p — 2zo)y — pyo 


Dp.p,p =——  — = 
š Ay? + (p — 2z0o)2 270 + p 
— 2(2pzot/ — pzoyo)/p — (p — 2zo)y — pvo 
2xzo + p 
. 2zgy — 2z070 + PY — pio — 
=—— =u, 
2z0 + p 


所 以 Dp p,n = DP p p, 从 而 定理 2.2.5 结论 成 立 . 

推论 2.2.1 “过 抛物 线 y? = 2pz 上 的 一 点 Po, 作 其 切线 PT, 交 y 轴 于 N 点 ， 
MÆR FM N 点 的 连 线 垂直 于 切线 Po N. 

证 明 ”如 图 2.2.7 所 示 . 根据 定理 2.2.5 有 ZHPyN = LNPoF = ZOTN, 所 以 
Rt 人 PoHN = RATON, 于 是 NN 为 PT 的 中 点 , Bl FN ESE A P; FT 底 边 上 的 
高 , 所 以 FN 1LPoN. 


图 2.2.7 ”抛物线 的 焦点 与 切线 的 性 质 
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定理 2.2.6( 焦 点 和 切线 的 Apolonius 定理 ) — YE F',F 是 有 心 二 次 曲线 的 焦 
点 . 车 TT 为 过 曲线 上 一 点 Po 的 切线 , 则 TT 平分 ZF' Pa F 或 其 邻 补 角 . 

证 明 ”如 图 2.2.8 所 示 . 不 妨 设 椭圆 的 方程 为 z2/a2 + y? /? = 1, 焦点 的 坐标 
为 F'(—c,0), F(c,0), 切 点 的 坐标 为 Po(acoso,bsino). 于 是 切线 TT 的 方程 为 


z coso//a + y sina/b = 1, 


图 2.2.8 ”椭圆 上 任意 一 点 的 切线 与 其 焦点 的 Apollonius 定理 


所 以 
x = a(b — ysina)/b cosa. 
PyF' 的 方程 为 
bsino - z — (c + a cos o) + bcsino = 0, 
Po F 的 方程 为 


bsino : z + (c — a cosa)y — bcsino = 0. 
W. P(z,y) EWR TT 上 的 任意 一 点 , W 


bsin oa: z — (c + a cos o) + besin a 


Dp-pr = 
b? sin? a + (c + a cosa)? 
Sina - a(b — sino: y)/ cosa — (c + acoso)y + bcsino 
Vb? sin? o + a? — b? + 2ca cos a + a?5 cos? a 
_bsina- (a + ccoso) —(a-ccosa)y  bsina—y 
cos aV c? cog? a; + 2ca cos o + a2 cos o 
bsina : z + (c — a cos a)y — besin a 
Dp-pr-— 


b? sin? a + (c — acoso)? 
| sina -a(b — sina : y)/ cosa + (c - a cos a)y — besin œ 
B Vb? sin? a + a? — b? — 2ca cosa + a? cos? a 
bsina-(a—ccoso) — (a — ccosa)y  bsina—y 
x Cosa VC cos?a— 2cacosa +a? cosa 
所 以 Dp p,r = Dp-p,r, 从 而 T'T 平 分 LF'PoF 或 其 邻 补 角 . 
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类 似 地 , 可 以 证 明 双 曲线 的 情形 . 
定理 2.2.7(Zerr EH) — x P'P 是 过 抛物 线 焦点 的 弦 ，PQ, P'O 分 别 是 过 


P, P' 的 法 线 弦 , 则 QQ'//P'P, B. doq: = 3dp;p. 
证 明 ”如 图 2.2.9 所 示 . 设 抛物 线 的 方程 为 y? = 4pz, 则 焦点 为 F(p,0). 又 设 
P, P' 的 坐标 分 别 为 (pt2, 2pt), (pt, 2pt^), 则 由 P, 已 ,正三 点 共 线 得 
p? 2pt 1 
pt? 2pt' 1 
p 0 1 


= 0, 


解 得 uU = 一 1/t. 于 是 P' 的 坐标 为 (p/t2, —2p/t). 


图 2.2.9 抛物 线 的 Zerr 定理 
过 P 点 的 切线 方程 为 2pty = 2p(z + z 妇 )， 于 是 求 得 过 P 点 的 法 线 方程 为 
y 一 2pt = 一 t(z — pt2). 解 方程 组 


y — 2pt = —t(z — pt?), 
y? = Apz, 


求 得 该 法 线 与 抛物 线 的 另 一 个 交点 Q(p(t + 2/t)?, —2p(t + 2/t)). 
类 似 地 可 以 求 得 过 P^ 点 的 切线 方程 y 一 2pt' = —t'(z — pt'2), 以 及 该 法 线 与 抛 
物 线 的 另 一 个 交点 Q (pE + 2/t)?, —2p(t' + 2/t)) = Q'(p(2t + 1/t)?, 2p(2t + 1/t)). 
直线 QQ' 的 方程 为 
z y 1 
p(t--2/t? | —2p(t--2/t) 1-90, 
p(2t--1/t)?  2p(2t--1/t) 1 
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即 
—6(t + 1/t)z + 3(? — 1/t?)y — 2p(t + 2/t)(2t + 1/t)(t — 1/t) = 0. 
于 是 


dQ:'qDp-qg'Q = —6p(t + 1/t)t? + 6p(t? — 1/t?)t — 2p(t + 2/t)(2t + 1/t)(t — 1/t), 


dooeDPp_oe = —6p(t + 1/t)/? — ep(t? — 1/t2)/t — 2p(t + 2/t) (2t + 1/t)(t — 1/t). 


容易 验证 dooDp- Qo = doro Dr-o, 从 而 Dp oo = Dr 9. MA QQ'//P'P. 


2.8. 二 次 曲线 外 切 多 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定理 


在 文献 [3] F, 给 出 了 圆 外 切 多 角形 的 两 个 结论 : @ 设 5 是 2n 角形 A1 42 … An 
的 内 切 圆 , 1 是 S 的 任 一 切线 , 则 从 该 2n 角形 的 偶数 编号 的 顶点 到 1 的 距离 的 
乘积 等 于 从 该 2n. 角形 的 奇数 编号 的 顶点 到 1 的 距离 的 乘积 ; OR S 是 2n 角形 
4142….42n 的 内 切 圆 ! 是 S 的 任 一 切线 , 则 从 该 2n. 角形 的 偶数 编号 的 顶点 到 1 
的 距离 的 乘积 等 于 从 该 2n. 角形 的 奇数 编号 的 顶点 到 1 的 距离 的 乘积 . 

本 节 利 用 有 向 距离 定 值 法 , 探讨 二 次 曲线 外 切 多 角形 中 有 关 的 问题 . 先 介绍 二 
次 曲线 外 切 多 角形 的 概念 , 再 依次 得 出 各 类 二 次 曲线 外 切 多 角形 及 圆锥 曲线 外 切 多 
角形 中 有 向 距离 的 几 个 定 值 定理 . 我 们 发 现 , 文献 [3] 中 的 两 个 结论 仅 对 抛物 线 外 
切 多 边 形成 立 , 对 圆 外 切 多 边 形 并 不 成 立 . 

2.3.1 ”二 次 曲线 外 切 多 角形 的 概念 


在 直角 坐标 系 中 , 含 z,y 的 二 次 方程 所 表示 的 曲线 称 为 二 次 曲线 . 非 退 化 二 
次 曲线 包括 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 . 多 角形 是 由 线段 首尾 相连 所 构成 的 封闭 的 图 
É. 二 次 曲线 的 外 切 多 角形 是 各 边 或 边 的 延长 线 都 与 二 次 曲线 相 切 的 多 角形 . 如 图 
2.3.1 所 示 . 


Q. Qua 
图 2.3.1 二 次 曲线 外 切 多 角形 
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2.3.2 ”椭圆 类 二 次 曲线 外 切 多 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定 理 


定理 2.3.1 X Q Qo: Qn 是 椭圆 z2/a2 +y2/ 妇 =1L 的 外 切 多 角形 ,QiQiyl 
所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 Pi(a cos Qi,bsin Qi)(i = 1,2,--- ,n),1 是 椭圆 任 一 切线 , 则 


I5 us @ ssp. [D _1 0g E). (2.3.1) 


i=l 


XEBB il 与 椭圆 z2/a2 + y? /0? = 1 的 切 点 为 P(acosa,bsina), FÆ 1 的 方 
程 为 


coso sin & 
y=1, 
b 


即 


bcosa z + asine -y — ab = 0. 


由 Qi+n_1Q;i 的 直线 方程 
b COS ai+n 1 十 asinoaiHn 1: Y = ab 


和 QiQi+l 的 直线 方程 
bcos qa; x + asin qai y = ab 
求 得 8Q182… Qu 顶点 的 坐标 


Qi + Qi+n—1 Qi + Qitn—l 


acos — s bsin 
; 1—21,2,-.-,n). 
: Qi — Oirn-l ` Qi 一 Qitn—l ( Puerum) 
cogs— —  cos— ——— 
2 2 


于 是 


TL 
IL 
iz V b2 cos? a + a? sin? a 


Qi + Oicn-1 š . Qi + Qitn—l Qi 一 Qi+n—1 
0 


TL 

ab Qi + Ojn-1 Qi — Qi+n—1 

= [| — a| — y s 
i31 Vb? cog? o + a? sin“ o 


T 
—2ab . Oj—Q . Qişn-1— Q 
ll sn 1 一 -一 一 一 一 


iz; Vb2 cos? o + a? sin? a 2 2 


—2ab 
= | -一 一 一 一 TI sin2 
Vb2cos2o + a? sin? o) ji 
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n n 
ab 3 : 
lI Dp,.4 - TI E M, (eos a cos or + sinasin oi — 1) 
id ixi Vb? cos? o + a? sin” o 
ab 


Il 
s 


一 一 一 [cos(Q; — o) — 1] 
b2 cos? o + a? sin? o 


e 
lI 
NA 


—2ab 9 (p — @ 


b? cos? o + a? sin? a 2 


Il 
-: 

四 

B 


ə. 
Il 
已 


—2ab Ue . o Qi — Q 
" [Z2>a=—) Ha 2 ' 
所 以 式 (2.3.1) 成 立 . 
注 2.3.1 根据 定理 2.3.1 可 知 , 文献 [3] 中 关于 圆 的 结论 (1) 有 误 . 
定理 2.3.2 WZ Q1Q2…Q2n 是 椭圆 z2/a2 +y? = 1 的 外 切 多 角形 ,Qi;Qi41 
所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 Pi(acos ai,bsinai)(i = 1,2,--- ,2n),l 是 椭圆 任 一 切线 ， 
则 


J] oos 22> anc an t Doper TL 一 i0 0( 为 定 值 ). 


i—l 2 
(2.3.2) 
证 明 ”由 定理 2.3.1 证 明 可 知 
[[ 5 — pe UT ous 
4l —2ab ，a2i —QO . QO2it2n-1— Q 
= II ME — Bin sin 一 一 一 一 一 


ici Vb? cos? a + a? sin? a 2 2 
n 2n 
—2ab . Oj—« 
= rl I t s 


b? cos? a + a? sin 


n 
H Q2i 一 1 一 G2;i+2n—2 


COS = Daa 
#=:1 
TL 
E II —2ab gin S2i-1 — sjn 2220-2 — 0 
izi VP? cos? o + a? sin? a 2 2 


» —2ab E i 
= | 一 一 一 一 一 llsin > > 


M cos? o + a? sin“ oa 
所 以 式 (2.3.2) 成 立 . 
ik 2.3.2 ”根据 定理 2.3.2 可 知 , 文献 [3] 中 关于 圆 的 结论 (2) 有 误 


. 64. 第 2 章 点 到 直线 的 有 向 距离 及 其 应 用 


2.3.3” 双 曲 类 二 次 曲线 外 切 多 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定理 


定理 2.3.3 QIQ- Qn 是 双 曲 线 22/0? y? /? = 1 的 外 切 多 角形 ,Qi;Qit1 
所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 PP(asec ai,btan ai)(i = 1,2,--- n), | 是 双 曲 线 的 任 一 
切线 , 则 
Į [cos Hitin Do, 一 II o Dp, 4 = 0( 为 定 值 ). (2.3.3) 
i=1 il 
证 明 Wl 与 双 曲 线 z?/a? — y?/ = 1 的 切 点 为 P(aseco, btana), 于 是 18S 
方程 为 


即 


bseca:T—-atana:y—ab=0. 
由 QiusaQ; 的 直线 方程 
bsec Qipn-1 ` £ — a tan Qipn—-1Y = ab 


和 QiQi+l 的 直线 方程 


bseco;:r — a tan Qi : y = ab 
求 得 Q182… Qn 顶点 的 坐标 


ai — Oiin-1 . Qi — Qitn-1 
aco = etn d bain == i 
2 
1 


Qi t Oipn-l ” Qi + Oi4n-1 ( Ars qn) 
cos ———— T eog ———— ——— 
2 2 
Qi + Oi--n-1 
II OS i s n D E 
i=l 
n 
ab Qi 一 Qirn-1 
= | | 一 一 一 | secacos 一 —— 
i VU? sec? o + a? tan? a 2 
OQ + €Gipn-1 Qi + Qitn—l 
+ tan a sin —————— gog =L- ctm 
2 2 
"T 
ab sec a Qi 一 Qi+n—1 Qi  Gin—1 
= || L cos ——————— — cos | ——— —a 
za Vb? sec? o + a? tan? a 2 2 
n 
2ab sec œ . Qi—Q . Qişn-1— Q 
=]Í m sn sin ——— —— 
i; VU? sec? o + a? tan? a 2 2 


2ab Aan 
absec a . 2 ai 一 CQ 
(| U 


b? cos? a + a? sin š 
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X 
II» oiDp,-1 = lI 7 — = — = VELIS Tr = aahh — tan a sin Qi — COS Qi) 
m 
b 
-a abseca i= easta = a) 
b? sec? a + a? tan” a 
de 2abseca .9304—4Q 
=]Í ———— —— s — 
Z1 Vb2 sec2 o + a? tan? a 2 
-( 2abseco ) Is ai 一 Ga 
Vb2sec2o 十 aztanzaw/ ;1 2 ' 
所 以 式 (2.3.3) 成 立 . 


EH 2.3.4 V QiQ> Qn 是 双 曲 线 z2 /a?—? /? = 工 的 外 切 多 角形 ,QiQi+i 

所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 P(aseco;, btano;)(i = 1,2,--- ,n),1 是 双 曲 线 的 任 一 
切线 , 则 

T] — Qi + Are Bossi II e Q= + 


Q2i--2n— 
M o Disc ut = 0( 为 定 值 ). 
i—1l i=l 


(2.3.4) 
证 明 ”由 定理 2.3.3 证 明 可 知 


n 
II d CQ2i + Q2i 十 2n 一 1 


2 DQq 1 
$= 
n 
2ab sec a . Qn — QA . Q2i4+2n—1 — Q 
- II 一 -一 sn 一  sn— -一 
b2 sec? o + a? tan“ q 2 2 


i=1 


-( 2ab seca ) d fjant S 
Vb? sec? o + a? tan? a T 
n 


Q2i—1 + Q2i+2n—2 
[Ios ——— ne 


i—1l 


2i-1—l 


TL 


2abseca » Q9j—1 —O . QO2it2n-2 =Q 
= II 一 一 一 si 一 一 一 一 Si 一 一 
Z1 Vb? sec? a + a? tan? a 2 2 


n 2n 
所 以 式 (2.3.4) 成 立 . 
2.3.4 ”抛物 类 二 次 曲线 外 切 多 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定理 

定理 2.3.8 W QQ- -Qnr 是 抛物 线 的 外 切 多 角形 ,QiQi+i 所 在 直线 与 抛物 
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线 的 切 点 为 P = 1,2,--- ,n),1 是 抛物 线 的 任 一 切线 , 则 
II Dq,-1 — lI Dp,-1 = 0(À ET). (2.3.5) 
i= i=1 


证明 ”不 妨 设 抛物 线 的 方程 为 zz = 2py, QiQi+1 所 在 直线 与 抛物 线 的 切 点 
的 坐标 为 P,(2pt;,2pt2)(G = 1,2,… ,n),! 与 抛物 线 r? = 2py 的 切 点 的 坐标 为 
P(2pt,2pt?), 于 是 1 的 方程 为 


2pt2 


, 


Bp 
2ptz — y — 2pt? = 0. 


H Qs aQ; 的 直线 方程 
2ptipn-ir — Y = 2pt2 n1 


和 QiQi+l 的 直线 方程 
2pt;z 一 = 2pt2 


求 得 Q182… Q, 顶点 的 坐标 


Qi (plti ttn—1), 2pfiliza-0) (i= 1,2,--- n). 


n 
2p 
Ipo - ]I plt + fini) > 3 


_Tr 2 4 254 (æ Y 
"Maece 9675-07 (ra) Ie- 


n n 2p dip pom 
Hosili e a Ayas z =) Ito, 
所 以 式 (2.3.5) 成 立 . 


定理 2.3.6 Í QQ- Qnr 是 抛物 线 的 外 切 多 角形 ,QiQi+i 所 在 直线 与 抛物 
线 的 切 点 为 P,(¿ = 1,2,… ,n),l 是 抛物 线 的 任 一 切线 , 则 


I! Do;,—-1 一 II Dou- = 0( 为 定 值 ). (2.3.6) 
i=1 i=1 
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WEBB 《不妨 设 抛 物 线 的 方程 .QiQi+l 所 在 直线 与 抛物 线 切 点 的 坐标 和 1 与 抛 
物 线 的 切 点 的 坐标 均 如 定理 2.3.5, 由 定理 2.3.5 证 明 可 知 


n n 2n 
-2p 一 2p 
OO — (t — t»i)(t — tz; 21) | ——— 1 — ti), 
IIo. = I greg nm) = (aa) Le 


i=l 


[I Poni- = I Az = tai-1)(t — t2:424-2) = (=) JI (t= 1). 
所 以 式 (2.3.6) 成 立 . 
2.3.5 ”圆锥 曲线 外 切 多 角形 中 有 向 距离 的 定 值 定理 
定理 2.3.7 QIQ- Qn 是 圆锥 曲线 p = — "(a > 0,e > 0) 的 外 


l—ecosa 
VI AUTE QuQ.. v 所 在 直线 与 国难 曲 线 的 切 点 为 p, (m, e) 
—ecosa; l—ecoso; 
1,2,… ,nn),1 是 圆锥 曲线 的 任 一 切线 , 则 


TL 


Qj — Oirn—1 Qi + Girn-1 
IItes—7— e cos ———.—-—. | Do; 
L 2 2 
i= 


_ lI (1 — ecoso;)Dp, ., = 0( 为 定 值 ). (2.3.7) 
i-l 
证 明 itl 圆锥 曲线 p = 一 一 一 (a > 0,e > 0) 的 切 点 为 P (Te 
1 一 ecosa l—ecosa 
Deu) PE MARA 
1 — e cosa 
4 a sin 0 a cos0(1— e cos 0) — asin 0 - esin 0 
, _ dg N1—ecos0/ | (1 — e cos 0)2 _ e — cos 0 
加 一 1 acos0 N —asinó(1-ecos0) —acos0-esin0 — sin0 ' 
dð \ 1 — ecos 0 (1 — e cos 0)2 
于 是 1 的 方程 为 
asina esa ( acosa ) 
y- ———= 一 i aso E 
l—ecosa sina l—ecosa 


Bp 
(cosa — e)z +sina -y — a = 0. 


H Qin-1Q: 的 直线 方程 


(cos0iHn 1 一 eljz 十 snbn 1-y — a 
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和 QiQi+i 的 直线 方程 
(cos; — e) -x +sinĝ; -y =a 


求 得 Q182… Qn 顶点 的 坐标 


a cos — +ê: T Üisn-1 + 0, 
| = = s 
cos —— —- ecos ———— cos ————M—nRx ecos 
(i = L, 2, i ,n) 
TÉ 

^ 0 0, n i 0, n— 

lI c 2 1 IOS J Dq,-4 

i=1 

n 

= II — —— [ccosa — e) cos Wt itni r N — sina sin @ ein E zin 


i-1 \V/ (cosa — e)? + sin? a 


Qi Qitn—l 


Qi + Qi —1 
一 cos —— e. + e cos x d 


" n a | (= + Oj--n—1 ) Qi 一 Qi 十 m | 
=|| 一 一 cos | ——— — Q | — e cos 一 一 一 一 一 
1 V1 — 2ecosa + e? 2 2 


—2a s Qj —& . Qipn-1— @ 
-JI sin n-a 


MTom te 2 2 


n n 
=| 一 一 sin2 
(oM) II 


4 一 1 


n 


II (1 一 ecosai)DP-! 


i=1 
a - . 
= | | —————y[(coso — e) cos o; + sin asin a; — 1 + e cos ai] 
= v1 — 2ecos a + e? 


n 


=]Í a 
xj Vl-2ecosa + e? 


T 
—2a ai 一 QQ 
cos(a; — o) - 11 = || ———— = sin? 一 
[oslas ) ] ` 2 


u 名 —v——— JY [sn $ 
所 以 式 (2.3.7) 成 立 . 
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定理 2.3.8 QIQ? Qn 是 圆锥 曲线 p = — > 0,e > 0) 的 外 切 


€ Cos Q 
45876,Q.Qu. 所 在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 P, — Dm) G = 
. n), 是 圆锥 曲线 的 任 一 切线 , 则 


n 
—0 Ozi + 02i+2n 一 
II (ss, T 1 _ acos 2i + = JL 
s= 


n 


$—1 = i+2n— i— 0 i+2n— 
-TT c — RS fecit eta) Do,，,_1 = 0( 为 定 值 ). (2.3.8) 
i=1 


证 明 ”由 定理 2.3.7 证 明 可 知 


-L 
一 全 
° 
加 


05i — 02i L on— 05i + 02112n— 
2i xem -—— 2i + zt E) Do. 


i 


—2a si Q2; —Q . Q2itc2n-1 — Q 


—————9| sin 
Vi esaia. 2 2 


Il 
ja 


ə. 
II 
= 


Il 
ms 


s 
Lm 


—2a iu 
V1-—2ecoso-Fe?/ = 2." 


05i-1 — 02i42n—2 02i_1 + 02i12n—2 
ad agog eL E t T a 
2 2 
i—1 
n 
—2a . Og2i-1— € . O2i42n-2 — Q 
=||- i 
V1 — 2e cosa + e? 2 2 


è. 
II 
= 


n 2n 
—2a . Qj—aq« 
(vá) iles - M. 
所 以 式 (2.3.8) 成 立 . 
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3.1 二 次 曲线 中 有 向 距离 的 定 值 定理 及 其 应 用 


众所周知 , 配 极 定理 是 配 极 理论 中 重要 的 定理 , 它 在 几何 证 明和 实际 问题 中 应 
用 广泛 . 本 节 主 要 利用 有 向 距离 定 值 方法 研究 有 关 问 题 , 分 别 得 到 “过 椭圆 、 双 曲 
线 和 抛物 线 上 不 同 四 点 的 六 条 割 线 中 , 如 果 有 两 条 割 线 相交 于 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 
线 对 称 轴 上 一 点 , 那么 其 余 两 对 割 线 的 交点 到 其 对 称 轴 的 有 向 距离 恒 为 定 值 ” 的 结 
论 , 并 据 此 导出 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 有 关 结 论 , 以 及 圆 的 配 极 定理 , 并 讨论 圆 的 
配 极 理论 的 一 些 应 用 . 
3.1.1 ”椭圆 中 有 向 距离 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 3.1.1 自 z 轴 (或 y f) 上 一 点 (c,0)( 或 (0,c)) 任意 作 两 条 直线 , 分 别 
与 椭圆 z2/a2 + y?/5?? = 1 相交 于 Ai, A 和 Bi, B3. OË c Z 0, 则 直线 AB 与 
A2B1 的 交点 及 直线 A1B1 与 AB: 的 交点 到 z = 0( 或 y = 0) 的 有 向 距离 均 恒 为 
定 值 a? /c(BX b/c); @ 若 c = 0, 则 直线 AB: 与 42B1 及 直线 41 Bi 与 42Bo 均 相 
交 于 无 穷 远 点 , 即 弦 AB 与 42B1 KIZ A1B1 与 42B2 均 平 行 . 

证 明 ”如 图 3.1.1 所 示 . 只 证 明 自 z 轴 上 一 点 (c,0) 任意 作 两 条 直线 的 情形 . 
不 妨 设 两 直线 的 方程 分 别 为 | 


Lei g = ë+, Y= mit( 其 中 1;， mi 不 全 为 零 ;i = 1, 2). 


图 3.1.1 z 轴 上 一 点 的 椭圆 z2/a2 + y^ /b? = 1L 的 两 割 线 端点 连 线 交 点 坐标 的 定 值 性 


jd S, = b? - a?m2, S2 = b212 + a?m?, 将 Li :z = c+ ht, = mt 代入 椭圆 方 
FE z?/a? + y? /V? = 1, 并 化 简 得 
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(b? + a?m2)€? + 2b?clyt + b2(c2 — a?) = 0, 


解 得 
—b2cli + abVS1 — m?c? —b?2cli — abVS1 — m?c? 
ti E to = 一  n?Ə  ——-F 
Sı $1 
所 以 L 与 椭圆 的 交点 为 4i(c + liti mit;)(i = 1,2). 
同 理由 
(0212 + a2m2)t2 + 20? clot + P? (c? — a?) = 0, 
求 得 


Ë = —b2cl> + ab4/ S2 — m2c? "m —b? cl; — abV S2 — m2c? 
1 S2 D 2 S2 , 
所 以 La 与 圆 交 点 的 坐标 为 
Bi(c + lot;, moti)(i = 1,2). 

A B> 的 方程 为 

(mota — miti)z + (ti — lot5)y = (lyma — lami)tit5 + e(mət;, — mati), (3.1.1) 
A3B 的 方程 为 

(mat — matoə)z 十 (lato 一 lati )y = (l5 ma — lom3)t^ to + c(m2t’ = mato), (3.1.2) 


(3.1.1) 和 (3.1.2) 两 式 联 立 , 解 得 


mot. —mit: ljiti— lat 


-| a i |" (lm2 — lomi)(tot5 — tt), 
201 — mit lit» — loti 

un (ly ma 一 laom3)t4 t T c(m2ts — mıtı) lti— lat) 

z (l mo — lam3)tat + c(mat! — mato) Ito 一 lat 


—(ly ma — lami)[litit2 (t5 — t1) + lot5t (ta — ti) + c(tot5 — tit^)]. 
因为 


titz =° (c — a?)/S1, tit = (c — a2)/ S>; 
—2ab$; —mic  ,  _ —2ab,/Sə— mic 
t2 — tı WASSSSS U TEQSE. i inis = —— 


2 
tata — tt, —to(t5 + t1) — ti (t2 + tı) 


me b2clh + ab / S, — m?c? f —2b2cl; 


i Sı S2 
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" —b?cl; + abV S2 — mac? f —2b2cli 
S, 


S2 
2ab?c 
5 s g (h 3 — m2c? + lo S, — m2e2), 


(1) 4 c Z 0 时 , ó Z 0, 两 直线 有 唯一 解 , 且 交 点 的 横 坐 标 为 
_ Š= z litıta(th 一 ti) F Lott; (to = tı) dod 


ó tat! — tt! 
l b(a? — 2) —2aby/ S2 — m2c? ad b2(a2— c?) —2ab4/S, — m?c? 
m š Sı S2 T S2 $1 ie 


2ab?c 
s.s, 1 V $5 一 mic? + l> y Sı 一 mic?) 
2 ,2 2 
= L = P deti. 


(2) >4 c = 0 Bf, ó = 0, 两 直线 交点 的 纵 坐标 为 无 穷 大 , 所 以 直线 A B 与 4? Bi 
相交 于 无 穷 远 点 , 即 弦 A1B 与 AB, 平行 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 直 线 ALB. 与 AB 的 情形 . 

推论 3.1.1 ”椭圆 关于 一 半 轴 所 在 直线 上 任意 一 点 的 极 线 垂直 于 这 点 到 椭圆 
中 心 的 连 线 , 与 连 线 位 于 另 一 半 轴 的 同 侧 且 椭圆 中 心 到 极 线 的 距离 等 于 该 半 轴 的 平 
方 与 椭圆 中 心 到 极点 的 距离 之 比 . 

证 明 ”因为 经 过 适当 的 旋转 和 平移 , 可 以 把 椭圆 化 为 z2/a2 + 22/02 = 1 的 形 
X, 并 把 P "Ep z 或 y 轴 上 的 点 . 于 是 根据 定理 3.1.1 即 得 定理 推论 3.1.1. 

推论 3.1.2 自 z 轴 (或 y $) 上 一 点 (c,0)( 或 (0,c)) 任意 作 两 条 直线 , 分 别 
与 圆 z?-- y? = a? 相交 于 A, Ao 和 B1, B>. (1) # c Z 0, 则 直线 AB: 与 42B1 的 
交点 及 直线 4; Bi 与 AB: 的 交点 到 z = 0( 或 y= 0) 的 有 向 距离 均 恒 为 定 值 a?/c; 
(2) € c = 0, 则 直线 AB: 与 AB, 及 直线 4A1B1 与 AB: 均 相 交 于 无 穷 远 点 , 即 
5% AiB 与 42Bi KIZ A1B1 与 42B2 均 平 行 . 

证 明 ”在 定理 3.1.1 中 令 a = b 即 得 . 
3.1.2” 圆 的 配 极 定理 及 其 应 用 

定理 3.1.2( 圆 的 配 极 定理 )” 设 P 是 不 在 圆 S 上 的 一 点 , 过 P 作 圆 S 所 有 
可 能 成 对 的 割 线 (切线 看 成 是 割 线 的 特殊 情形 ), 它们 同 S 的 交点 分 别 为 A, A 和 
Bi, B5, 则 直线 AB: 与 42B1 的 交点 和 直线 41 Bi 与 AB 的 交点 恒 在 一 定 直线 
1 之 上 . 

证 明 ”如 图 3.1.2 和 图 3.1.3 所 示 . 因为 经 过 适当 的 旋转 和 平移 , 可 以 把 P 变 
成 zx 轴 或 y 轴 上 的 点 , 同时 把 5 的 圆心 变 成 坐标 原点 . 于 是 根据 推论 3.1.2 BHS. 
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定义 3.1.1. E 1 称 为 点 P ATA 5 的 配 极 直线 , 而 P 称 为 直线 ! 关于 圆 
S 的 配 极点 . 


图 3.1.3 圆 外 点 的 配 极 直线 


推论 3.1.3( 第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 试题 ) W P.P, P, P, 是 圆 S 的 内 
接 四 边 形 , 其 边 P, P, 与 PsP, 的 延长 线 相交 于 点 P, P, P, 与 PP, 的 延长 线 相交 
于 点 Q, 过 @ ER S 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 Qi, Qo, 求证 : P, Q I, Qo ZARR. 

证 明 由 定理 3.1.2 即 得 . 

定理 3.1.3 ” 圆 关 于 平面 任意 一 点 P 的 极 线 垂直 于 这 点 到 圆心 的 连 线 , 与 连 
线 位 于 平行 于 极 线 的 半径 的 同 侧 且 圆心 到 极 线 的 距离 等 于 圆 半径 的 平方 与 圆 中 心 
到 极点 的 距离 之 比 . 

证 明 ”经 过 适当 的 旋转 和 平移 , 可 以 把 圆 化 为 z2 + 2 = a? 的 形式 , 并 把 已 变 
成 y 轴 上 的 点 . 于 是 根据 推论 3.1.2 和 定理 3.1.2 即 得 . 

推论 3.1.4 ” 设 从 半径 为 1 的 圆 S 的 中 心 O 到 一 点 4 的 距离 为 d, WA O 到 
4 关于 圆 S 的 极 线 la 的 距离 等 于 1/d. 

证 明 ”在 定理 3.1.1 中 令 a= b — lc= d, 再 根据 定理 3.1.3 即 得 . 

推论 3.1.5 W P,P;)jÁPsP, 是 圆 S 的 内 接 (外 切 ) 四 边 形 , 证 明 : 从 S 的 中 心 
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到 四 边 形 两 组 对 边 交 点 的 连 线 的 垂 线 经 过 它 的 对 角 线 的 交点 . 

证 明 ”如 图 3.1.4 所 示 . 设 圆 S 的 中 心 为 O, 四 边 形 两 组 对 边 PL P», Ps P, 和 
P; Ps, P, P, 的 交点 分 别 为 E, F, 对 角 线 P, Ps, P, P, 的 交点 为 P, 则 由 定理 3.1.2 知 ， 
P 点 的 极 线 是 EF, EF 的 极点 是 P. 从 而 OPLEF. 


3.4 圆心 到 其 外 切 四 边 形 两 组 对 边 交点 的 连 线 的 垂 线 经 过 四 边 形 对 角 线 的 交点 


推论 3.1.6(Salmon 定理 ) W A, B 关于 中 心 在 O 的 圆 S 的 极 线 分 别 为 La, lp, 
则 
doA/dA-ts = dop/dp-iA: (3.1.3) 
证 明 ”如 图 3.1.5 所 示 . W OP ll, 于 POQlls 于 Q,S 的 半径 为 R. % 
AC.LOQ T C, BDLOP F D, 则 直角 三 角形 AOC 与 直角 三 角形 BOD 相似 . 从 
而 


doA/doc = dop/dop, 


(do-ig — d4-15)/doA = (do-i4 — dB-1a)/doB, 


图 3.1.5“” 圆 关于 两 点 的 极 线 距离 之 间 的 关系 
由 定理 3.1.3 得 


(R*/dog — da- iF )/doa = (R2/doa — dp-u )/dop 
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化 简 得 


R? — dopda-1s = R? — doAdB-1n, 


doBdA-1s = doAdB-1a, 
从 而 式 (3.1.3) 成 立 . 
3.1.3” 双 曲线 中 有 向 距离 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 3.1.4 Á c f (xk y 轴 ) 上 一 点 (c,0)( 或 (0,c)) 任意 作 两 条 直线 , 分 别 
与 双 曲 线 z2/a2 — 22/62 = 1 相交 于 Ai, Ao 和 Bi, B>. (1) Ë c #0, 则 直线 41B。 
与 AB, 的 交点 及 直线 A Bı 与 AB 的 交点 到 z = 0( 或 y = 0) 的 有 向 距离 均 恒 
为 定 值 a?/c(Ek —b?/c); (2) 若 c= 0, 则 直线 AB: 与 42B1 及 直线 AB, 与 42B。 
均 相 交 于 无 穷 远 点 , 即 弦 A B: 与 42B1 KIZ A1B1 与 A2B2 均 平 行 . 

证 明 ”如 图 3.1.6 所 示 . 只 证 明 自 y 轴 上 一 点 (0,c) 任意 作 两 条 直线 的 情形 . 
不 妨 设 两 直线 的 方程 分 别 为 


Li:r-—lit, y-c- mt HP, mi 不 全 为 零 ;i = 1,2). 


图 3.1.6 y 轴 上 一 点 关于 双 曲 线 z2/a2 — y? /b? = 1 的 两 制 线 端 点 连 线 交点 坐标 的 定 值 性 


w S, = IE — a?^m?, S5 = b212 — a? m3, 将 Li :r=ht,y =c+mt 代入 双 曲 线 
的 方程 并 化 简 得 


(b212 — a?m?)t? — 2a?cm;t — a? (b? + è) = 0, 


; a?cm; + ab,/ S, + l2c? š a?cm; — abV S1 + lc? 
p —= , 9 = , 
Sı 
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所 以 L, 与 双 曲 线 的 交点 为 Ai(liti,c 十 miti)(i = 1,2). 

同 理由 

(b212 — a?m2yt? — 2a2cmət — a2(b2 + c?) = 0, 
求 得 
É = a?cm» + ab / S» + Lf? "M a?cm» — ab / S2 + lc? 
pe S; , 2 S5 5 
所 以 Lo 与 双 曲 线 交 点 的 坐标 为 
Bi(lot;, c + mat;)(i = 1,2). 

A) B; 的 方程 为 

(mot — miti)z 十 (liti — lot5)y = (ly ma — lomi)tit5 + c(liti 一 lot;), (3.1.4) 
A2B1 的 方程 为 

(mat — mit2)z 十 (Isto = lat)y = (l mo — lam )t Ato + c(lito 一 lat^), (3.1.5) 


(3.1.4) 和 (3.1.5) 两 式 联 立 , 解 得 


p mot5 — mit hti — ləti 
ó = | 2 2 | = (lyma — lomi)(tots — titi), 


mat! m mat lito = ləti | 
mat — maiti (limo — lam; )tit^ + c(liti — lat5) 
mat! — mtz (lima — lami)tot, + c(lito = lat) 


=(h m2 — lam; )[mitit2 (t5 == t) T mot t» (to = tı) Ex c(tot^ — t4ti)]. 


y = 


tit = —a? (b? + c2)/5S1， tt = —a? (b? T c?)/S5; 
—2ab/S,- i22  , ,  —2abS;-l2c 
tə — ti = ————————, t-t = —— 
Sı S2 
t9t5 — tit =t2(t + t$) — ti (to + t) 


_ acm —aby/Sı +1? 2a?cm» 
E $1 S» 


a?cm» + ab / S5 + lc^. 2a?cmi 


S» $1 
2a? bc / / 
=. 5,5, (m S2 + l2c? 十 m24/ $1 + ga) ; 


所 以 
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(1) >4 c Z 0 时 , ó Z 0, 两 直线 有 唯一 解 , 且 交 点 的 纵 坐 标 为 


y _ Ó = mitit2(ts = t) T matita (tz = tı) dd 
ó tath — tt 
jh ?(b? + 4. DT + B? a? (b? +e n + —2ab / Sı + lic? 
Mp Sı S2 
g ET TM 
m3 y S2 + lc? + ma / Si + 222) 
p +e 


CN " EON 


(2) 4c = 0 时, ó = 0, 两 直线 交点 的 纵 坐标 为 无 穷 大 , 所 以 直线 AB 与 4? B, 
相交 于 无 穷 远 点 , 即 弦 A B2 与 AB, 平行 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 直 线 A B, 与 AB 的 情形 . 

推论 3.1.7 ” 双 曲 线 关 于 一 半 轴 所 在 直线 上 任意 一 点 的 极 线 垂直 于 这 点 到 双 
曲线 中 心 的 连 线 , 极点 在 正 半 轴 ( 虚 半 轴 ) 所 在 直线 时 与 连 线 位 于 虚 半 轴 的 同 侧 (sk 
半 轴 的 异 侧 ) 且 双 曲线 中 心 到 极 线 的 距离 等 于 该 半 轴 的 平方 与 双 曲 线 中 心 到 极点 
的 距离 之 比 . 

证 明 ”因为 经 过 适当 的 旋转 和 平移 , 可 以 把 双 曲 线 化 为 z2/a2 — y?/0 = 1 的 
形式 , 并 把 P 变 成 z 或 y 轴 上 的 点 . 于 是 根据 定理 3.1.4 即 得 . 


3.1.4 ”抛物 线 中 有 向 距离 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 3.1.5 H y WESA (0,c) 任意 作 两 条 与 该 轴 不 对 称 的 直线 , 分 别 与 抛 
物 线 r? = 2py 相交 于 A), A2 和 Bi, Bo. (1) Ë c Z 0, 则 直线 A, B> 与 42 Bi 的 交 
点 及 直线 41 Bi 与 AB: 的 交点 到 z = 0 的 有 向 距离 均 恒 为 定 值 —c; (2) 若 c = 0, 
则 直线 AB: 与 AB, 或 直线 A Bi 与 AB 相交 于 坐标 原点 . 

证 明 ”如 图 3.1.7 所 示 . 不 妨 设 两 直线 的 方程 分 别 为 Di :z = lit,y = e mit(K 
中 1;, mi 不 全 为 零 ;i = 1,2). 将 Li : z = lt, y = c+mt 代入 抛物 线 方程 x? = 2py, 
并 化 简 得 

PE + 2(cly — pmi)t + c? = 0, 
解 得 


"—- pm; — clh + /p?m? 一 MN , pm; — cl 一 /p2m2 一 Sperm. 
y = 22 == Q2 = = = S uE 


Ë ki A 


所 以 Li 与 抛物 线 的 交点 为 Ai(liti, c + mat;)( = 1.2): 
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3.1.7 y 轴 上 一 点 关于 抛物 线 z? = 2py 两 割 线 端点 连 线 交 点 坐标 的 定 值 性 


同 理由 
12t? + 2(cla — pma)t + ? = 0, 


求 得 
pma — cla + VD27m2 — 2pclam» es pmo — cla 一 /p?m2 — 2pclama l 
EU 2 , 2" 2 , 
l5 l 


所 以 Lo 与 抛物 线 交点 的 坐标 为 
Bi(lot^, c+ m2t!)(i = 1,2). 
A1B2 的 方程 为 
(math — miti)z + (Uti — Dt;,)u = (m2 — l3mi)ti t5 + c(mat — mıtı), — (3.1.6) 
A2B1 的 方程 为 


(mot! — mitz)z + (Lito — lət} )y = (l5 ma — lam3)t4to 22 c(mat' — mato), (3.1.7) 


(3.1.6) 和 (3.1.7) 两 式 联 立 , 解 得 


mot; — miti liti — lat] 
Š -| 2 2|— (ly mo s= lom1) (tots titi), 


məti E mto lto sx ləti 


e 
Il 


| mot'3 — mt (lyma — lprni)tit!o + e(mət!o — +mati) 


moti wes mato (ly ma Sm lam3i)t'1t9 T c(mot', x mata) 


mat? — miti tit mat? — maiti ht — lot 


—(ly ma 一 lom) 


mat! -— m4t2 tati məti — Tto litz — lot] 


=(l mo uf lom) [matito (t 2 = 1^1) PE mot! it” (to xS ti) + c(tot’2 xS t1t"1)]. 
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因为 
tit? = —2pc/, tt = —2pc/l2; 
icd —24./p?m3 + 2pcl2 E = —24/p?m3 十 2pcl2 
a == —— Mov = 
2 
tat — tit = t9 (t + t1) — tA (to + t1) 
pmi — s Bits E Wir Roe + 2pcl2 ma _pm+ E må + 2pcl2 _2pmı 
RH 
=== TNNT m2 十 "eh + maj p?m2 + L5 
所 以 


(1) 因为 Li, L2 关于 y 轴 不 对 称 , 所 以 ma lom, £0. 0824 c Z 0 时 ， 
tath — tt, Z 0, FÆ c Z 0 时 ó Z 0, 两 直线 有 唯一 解 , 且 交 点 的 纵 坐 标 为 


ôy _ matitoə(t; — t1) + matit(to — t 
ye 
0 tot — titi 


一 2pc -2 E REST + 2pcl2 B. -2pc. SEM CROAR m? pt 2pcl? 
MET x adis ñ 
Eie o rom — T [^ 


-85 (m3 / p2m + 2pcl2 + mo y p?m? = 
二 一 2c 十 c= 一 c( 恒 为 定 值 ). 


(2) 4 c = 0 时 , ó = 0, 此 时 两 直线 AB 与 AB (RAR AB, 与 42B2) 与 
Li, Lo 重合 , 相交 于 坐标 原点 . 

推论 3.1.5 ”抛物线 关于 对 称 轴 所 在 直线 上 任意 一 点 的 极 线 垂直 于 这 点 到 抛 
物 线 顶 点 的 连 线 , 与 连 线 位 于 对 称 轴 的 的 异 侧 且 抛 物 线 顶 点 到 极 线 的 距离 等 于 抛物 
线 顶 点 到 极点 的 距离 . 

证 明 ”因为 经 过 适当 的 旋转 和 平移 , 可 以 把 抛物 线 化 为 zz = 2py 的 形式 , 并 
FE P ZR y 轴 上 的 点 . 于 是 根据 定理 3.1.5 即 得 . 


3.2 一 般 二 次 曲线 极 线 的 方程 及 其 应 用 


本 节 主 要 讨论 一 般 二 次 曲线 的 极 线 理论 . 首先 给 出 一 般 二 次 曲线 极 线 的 方程 及 
其 若干 推论 ; 再 利用 极 线 的 方程 导出 一 般 二 次 曲线 的 配 极 定理 , 并 讨论 配 极 定理 的 
应 用 ; 最 后 给 出 一 般 二 次 曲线 极 线 的 两 个 定 值 定理 及 其 推论 . 
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3.2.1 一 般 二 次 曲线 极 线 的 方程 及 其 应 用 
设 二 次 曲线 的 一 般 方程 为 
S : f(z,y) = Az? + 2Bzy + Cy? + 2Dz + 2Ey + F = 0, (3.2.1) 


其 中 A, B,C 不 全 为 零 . 

id p(x,y) = Az? -2Bzy + Cy?, fi(z, y) = Az+ By D, fa(z,y) = Br+Cy+E, 
fs(z,y)— Dx + Ey + F; fi= fi(zo.yo), f2 = f2(£0, uo), fs = fa(xo. vo). 

定理 3.2.1 ËI — X. P(zo, yo) 向 二 次 曲线 S 任意 作 两 条 直线 h, l2, 分 别 与 S 
相交 于 Ai, A2 和 Bi, Bo, W (1) ËE 户 , 户 不 全 为 零 , 则 直线 ALB» 与 42B1 及 直线 
41Bi 与 42B2 的 交点 恒 在 直线 Es 


J z + fo a+ fa == 0 (3.2.2) 


E; (2) i fi = fa = 0, WEZ AB: 与 42B1 及 直线 AB, 与 4 B。 均 相交 于 无 穷 
远 点 , 即 弦 AiB 与 42B1 KIZ ALB, 与 4 B。 均 平行 . 

证 明 ”如 图 3.2.1 所 示 . 设 两 直线 的 方程 为 l, : z = zo + mit, = yo + nit (à = 
1,2), 其 中 mini (i = 1,2) 均 不 全 为 零 . dd pl = g(h, m), p2 = e(mə,nə); f = 
f(zo,y0);91 = mi fa + ni fo, ga = mafi + nə fo. H h RA S 的 方程 , 并 化 简 得 


pıt? +2gıt+ f = 0, 


解 得 
n = At V9i — @1f p= dr and 
pı ; @1 , 
所 以 1 5 S 的 交点 为 4i(zo + mati, yo + mit;)(i = 1,2). 


图 3.21. 过 一 点 的 二 次 曲线 两 割 线 端点 的 连 线 


同 理由 
@2t2 + 2gst + f = 0, 
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求 得 
g mtv- af > B va-r] 
t p2 vm p2 : 
所 以 bs 与 S 的 交点 为 Bi(zo + mat, yo + n2t;)(à = 1,2). 
直线 AB 和 AB, 的 方程 分 别 为 


(not —n3ti)z- (miti —mot5)y = (mino—mani)tit54-zo(nat5 —niti )+yo(mıtı —moət5,), 


(3.2.3) 
(nat —nito)z+(mitə—moəti)y = (mino—mani)t4ta--zo(nat^, —n1t2)2-yo(mito —mot! ). 
(3.2.4) 
(3.2.3) 和 (3.2.4) 两 式 联 立 , 解 得 
^ - naa —nt mıtı — mot? suwaspa e irt. 
noti — nito. mito — mot» 
A, | (mina — man3)t3t5 + zo(not5 — niti) + yo(miti — mat5) maiti — mat? 
(mina — m2ni)titz + xo(not, — nit2) + yo(mito — mot!) | mito — mat! 
—(m4na — mani) [mitita (t5 — t1) + mat, to (t9 — t1) + zo(t3t — t11,)] 
& = nota — niti (mano — məna)tit;, + zo(nat5 — niti) + o (maiti — mət;,) 
nati — nito (mina — mami)t,to + zo(nə2ti — nit2) + yo(mito — mot!) 


—(mina — mani )[nitit2 (t5 — t1) + nat t5 (to — t1) + yo(tot5 — t1t^)]. 


因为 


2 2 
E n TEN ETE 
pı p2 v1 p2 


i p -2V9 - f "NT Min g2— pf. 
~ a — — ~ t 4''— —— Ñs 


pı p2 : 


tots — tit —t2(t5 + t1) — ti (t2 + t1) 
c c — 01 f E —g2 + n —@f —29 


- ei q2f + 924/9? — € 


所 以 ， 

(1) 当 fj, fa 不 全 为 零 时 , 则 ó Z 0. 事实 上 , 由 fi, fo 不 全 为 零 , 可 得 mi f, + 
ni fa, mfi + nə fs PERF. 否则 , 由 方程 组 mà fi + mi fa = 0,mə fi + nə f2 = 0 A 
非 零 解 , 可 得 其 系数 行列 式 min — mani = 0, 这 与 mi, ni 和 mə,nə 是 过 一 点 的 两 
条 直线 的 方向 量 相 矛盾 . 
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因此 , 方程 组 有 唯一 解 , 即 两 直线 有 唯一 交点 , 且 交 点 的 坐标 为 


A; mitit2(ts e t) + moti t5 (to 一 tı) 
AC tat — tt^ abo 
Ay e nitit2(ts 一 ti) + nətit5 (to — tı) + 
x tath, — ht dd 


于 是 
(mi fi + ni f2)tito (t5 — ti) T (ma fı +n2f2)tit2(t2 — t1) 
kE — tt 


me ab vu esa P 


— 912 


2 COC 
pA — @2 f + gx V gi — p1f) 


FELA fi-s fa-y — zofi — yofa- f —0, Bl fi z+ foy 4 fs — 0. 
(2) 24 f; = fa = 0 Bf, Jl] A = 0, 方程 组 无 解 ,两 直线 交点 的 坐标 至 少 有 一 个 为 
EAK, 所 以 直线 AB: 与 AB, 相交 于 无 穷 远 点 , WIZ AB: 与 AB, 相互 平行 . 
类 似 地 , 可 以 证 明 直线 AB, 与 AB 的 情形 . 
推论 3.2.1 自 一 点 P(zo,yo) 向 两 相交 直线 li(z,y) = aix + biy + c; = 0(i = 
1,2) 任意 作 两 条 直线 分 别 与 这 两 条 直线 相交 , 则 交点 所 组 成 的 四 边 形 对 边 所 在 直 
线 的 交点 恒 在 通过 两 直线 交点 的 直线 l:l (xo, yo)lo(z, y) + l2(z0, y0) (x,y) = 0 E. 
证 明 ”如 图 3.2.2 所 示 . 令 f(z,vu) = (aiz 二 Doy 二 ci)(azz 十 boy 十 cz) = 0 (a155 — 
azbı Z 0). 将 f(x, y) 展开 得 


fi: z+ f2 'U— zo fi —uof2= 


f(z,u) = aya2z2 + (a1b2 -- a3bi )gy + b1b23? + (aicə2 +a2ci)z + (bic2 +bəc1)u + eic2 = 0, 


3.2.2 ”过 一 点 的 任意 二 条 直线 与 两 相交 直线 交点 的 连 线 


于 是 
4 =a,aə, B = (aib> + a3b1)/2, C = bibo, 
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D =(aic2 + a201)/2, B = (bicz + b2c1)/2,F = c1c3. 


所 以 
2 万 —2a1a2219 + (a1b2 + à3b1)yo T (alc2 十 a2cl) 
=ai(aə2zo 十 bayo + c2) + a2(aizo + b1yo + c1) 
=a1F2(70, Y0) + a2F; (£0, Yo), 
同 理 


2f2 =bi(aəzo + bayo + c2) + bə(Gizo + b1yo + ci) = bi F2(xo, yo) + bəF1(zo, yo); 
2 户 =ci(a2zo + b2yo + c2) + cə(aizo + biyo + c1) = c1 F2 (£0, yo) + ca Fi (zo, yo). 


于 是 


fits Jo ° g tfs 
—[ailo(zo; yo) + azlı (£0, yo)] + [blo (o, yo) 
+ bali (x0, yo)]u + eilo(zo; yo) + cəli (zo, vo) 
=lı (zo, yo)(a22 + bay + c2) + lo(zo; yo)(aiz + bit + c1) 
—li (£0, yo)la(c, y) + l2(z0, yo) (z, y) 
所 以 根据 定理 3.2.1 £H, 交点 所 组 成 的 四 边 形 对 角 线 的 交点 恒 在 通过 两 直线 交点 的 
定 直线 l3 (xo, yo)lo (a, y) + la(zo, yo)li(z,y) = 0 E. 
推论 3.2.2 ” 自 一 点 P(zo,yo) 向 两 平行 直线 l;(z,y) = ar+by+ci = 0(¿ = 1,2) 
任意 作 两 条 直线 分 别 与 这 两 条 直线 相交 , 则 交点 所 组 成 的 四 边 形 对 角 线 的 交点 恒 在 
两 直线 的 平行 线 [Ir (zo, yo) + lz(zo,yoj](az + by) + cıl2(£0, y0) + cali(zo,yo) = 0 E. 
证 明 ”如 图 3.2.3 所 示 . 在 推论 3.2.1 PS a =a = a,bi = bo = b, 得 
fi: m + fa + fa 
—al|l»(zo, yo) + lı (£0, yo)]z + b[Io(zo, yo) + (o. vo)]y + cıl2(z0, Y0) + cəli (zo, vo) 
—([h (zo; yo) + l2 (zo, yo)](az + by) + cil (zo, yo) + cali (zo, vo), 


所 以 根据 定理 3.2.1 知 , 交点 所 组 成 的 四 边 形 对 角 线 的 交点 恒通 过 两 直线 Fi, Fo 的 
平行 线 


l: [li(zo,yo) 十 lz(zo,yo)l(az + by) + cıl2(z0, y0) 十 czli(zo,yo) = 0. 
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图 3.2.3 ”过 一 点 的 任意 二 条 直线 与 两 平行 直线 交点 的 连 线 


3.2.2 一般 二 次 曲线 的 配 极 定理 及 其 应 用 


如 果 我 们 约定 一 条 直线 和 其 平行 的 所 有 直线 的 交点 为 一 无 穷 远 点 , 定理 3.2.1 
中 所 有 平行 线 所 在 直线 的 交点 集合 为 一 条 无 穷 直 线 , 那么 对 确定 的 二 次 曲线 而 言 ， 
定理 3.2.1 中 的 点 和 线 是 对 应 的 (但 非 一 对 一 的 , 参看 推论 3.2.3). 于 是 得 出 如 下 的 
结论 . 
定理 3.2.2( 配 极 定理 )” 设 P 是 二 次 曲线 S 所 在 平面 上 一 点 ,过 忆 作 5 所 
有 可 能 成 对 的 割 线 (切线 看 成 是 制 线 的 特殊 情形 ), 与 S 的 交点 分 别 为 41, 4。 和 
Bi, B>, 则 直线 4A1B 与 42Bi 的 交点 和 直线 AB, 与 AB: 的 交点 都 在 一 直线 1 
之 上 
定义 3.2.1 ”以 下 定 直 线 1 叫做 点 P(ro,yo) 关于 二 次 曲线 S 的 极 线 , 定点 
P(zo,yo) 叫做 二 次 曲线 S 关于 直线 L 的 极点 , 极点 与 极 线 之 间 的 对 偶 关 系 叫 做 配 
极 . 方程 (3.2.2) 叫做 点 P(zo,yo) 关于 二 次 曲线 S 的 极 线 的 方程 , fi, fo, fa 叫做 该 
极 线 的 特征 数 . 
定理 3.2.3( 配 极 原则 ) A 点 在 B 点 的 极 线 ls 上 的 充分 必要 条 件 是 B 点 在 
A 点 的 极 线 la 上. 
证 明 ” 设 两 点 的 坐标 分 别 为 A(z1,y1), B(12, y2), 于 是 
4 点 在 B 点 的 极 线 ls 上 
(Az T Byz T D) + (Bz> 十 Cy» T E)yı + (Dz> + Ey2 + F) —0 
今 (4zl + By + D)zo + (Bzi + Cyi + E)yo + (Dz) + Eyi + F) = 0 
今 妃 点 在 4 点 的 极 线 14 上 . 
注 3.2.1 这 说 明 推 论 32.2 中 li (zo; yo)la(x, y) + lo(zo, yo)li (2, y) = Ü 正点 
的 极 线 是 过 P 和 两 直线 交点 的 直线 , 因此 直线 用 过 P 和 两 直线 交点 的 直线 上 一 点 
P, 取代 P, 其 极 线 不 变 . 


推论 3.2.3 ” 非 退 化 二 次 曲线 的 切 点 与 切线 是 配 极 的 , 即 非 退 化 二 次 曲线 上 一 
点 的 极 线 是 二 次 曲线 在 这 点 的 切线 , 为 切线 的 极点 是 极 线 与 二 次 曲线 的 切 点 . 
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XERH — XX P(zo,yo) 是 非 退化 二 次 曲线 S 上 一 点 , 则 f(zo,yo) = 0. 由 于 


fa(zo; yo) =[24z 十 2By 十 2D]lcowo) = 2(Azo + Byo + D) = 2f, 
fy(£0, y0) =[2Bx + 2Cy + 2E]|,,4,) = 2(Azo + Cyo + E) = 2 f>, 


不 妨 设 fo Z 0, 于 是 P(ro,yo) 点 的 切线 方程 为 


y-yo f 
z — Zo fz’ 
Bp 
fi: z + f2 y-— (zo fi +yof2) = 0. 
因为 


zo fi + yof2 =zo(Azo + Byo + D) + yo (Bzo + Cto + E) 
=Az + 2Bzoyo + CY + Dzo + Eyo = f(zo,yo) — (Dzo + Eyo + F) 
= — (Dzo + Eyo + F) = —fs, 
所 以 fi: z + fa y+ fa = 0, RA P(zo,yo) 关于 非 退化 二 次 曲线 S 的 极 线 方程 . 
反之 , 若 P(zo,yo) 关于 非 退化 二 次 曲线 S 的 极 线 方程 为 fiic- fa-y-- fa = 0, 注 
意 到 在 fi, fo 不 全 为 零 的 条 件 下 , 上 述 证 明 过 程 都 是 可 道 的 , 因此 fi:z+fo:y+f3==0 
为 S 处 的 切线 . 
3.2.3 ”一般 二 次 曲线 极 线 的 定 值 定理 


定理 3.2.4 W P(zo,yo) 为 二 次 曲线 Az? -2Bzy-- Cy? -2Dr--2Ey4- F = K 
上 任意 一 点 , P(zo,yo) 关于 二 次 曲线 S 的 极 线 为 1, 则 


yf? + f2- De, = KK( 为 定 值 ). 
证 明 ”根据 点 到 直线 的 有 向 距离 公式 及 定理 3.2.1, 得 
_ fı: zo + fa: yo + fa 


v fi f 


Dpi 


因为 


fi: £o + fə2 yo + fs =(Azo + Byo + D)zo + (Bzo + Cyo 十 五 )yo + Dzo + Eyo + F 
=Az2 + 2Bzoyo + CR + 2Dzo + 2Eyo + F 
=f(zo, yo) = K, 


所 以 
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V f? fz: Dp, = 天 (为 定 值 ). 
推论 3.2.4 W P(ro.vo) AJ a? + y? +2Dr -2bEy + F = K 上 任意 一 点 ， 
P(zo, yo) 关于 圆 的 极 线 为 1, 则 当 D? + E2 + K — F 0 时 ， 
Dp. = K/V D? + E? + K — F(Z22 Ef). 
证 明 ”因为 
fÈ + f2 =(20 + D)? + (yo + E? 
=Ax + 2Bxoyo + Cy + 2Dzo + 2Eyo + D? + E? 
=D? + E? + (Az0 + 2Bzoyo + Cyh + 2Dzo + 2Eyo + F) — F 
=D2 + E? + K — F, 
所 以 
Dp, = K/V D? + E? + K — F(E fü). 
定理 3.2.5 WA P(zo,yo) 关于 两 直线 L (v, y) = aix + biy + c; = O(i = 1,2) 


的 极 线 为 1, 则 
Dp-iy/ D$» i, T D. ;, = 2D P- Dp. i. (3.2.5) 


WEBB — 3$ P(ro.yo) 为 两 直线 li(z,y) = aiz + biy + c; = O(i = 1,2) 的 交点 , 由 
推论 3.2.4, Dp- = 0, 3X (3.2.5) 显然 成 立 . 

E P(ro,yo) 不 是 两 直线 li(z,y) = az + biy + c; = 0(i — 1,2) 的 交点 , 则 
ho = l (£0, o); Do = 12(zo,yo) 不 全 为 零 . 根据 推论 3.2.1 和 推论 3.2.2 得 


ho = Vai biDp-u, lo = y'a$ t b2Dp-i, 


2liol20 
V (a1 + bi )l2o + (a2 + b2)17o 
" 2 at + biDp., va? T b2Dp_1, 


于 是 


Dp-1 = 


(aj + bi)(a2 + 65) D. .,, + (a3 + b2)(at + 61) DP, 
2Dp_i DP- 
DE. RDRa 
Pla P-l 


所 以 式 (3.2.5) 成 立 . 
推论 3.2.5 WA P(zo,yo) 关于 两 直线 ji(z,y) = aix + biy + c; = 0(¿ = 1,2) 
的 极 线 为 L, 则 
dp-ı < V/2dp- i dpi, (3.2.6) 


3.3 二 次 曲线 极 线 方程 在 几何 证 题 中 的 应 用 . 87 . 


等 号 当 且 仅 当 P(zo,yo) 到 两 直线 h, lo 的 距离 相等 时 成 立 . 
证 明 ”根据 定理 3.2.5 可 得 


dp-i4/ dp_ + dbn = 2dp- i, dpi. 


因为 dbp -- d. 4, 2 2dp- i, dpi, 等 号 当 且 仅 当 dpi, = dpi, 时 成 立 , 从 而 不 等 
式 (3.2.6) 得 证 . 


3.3 二 次 曲线 极 线 方 程 在 几何 证 题 中 的 应 用 


我 们 知道 , Papuss 定理 和 Desarque 定理 是 射影 几何 中 的 重要 定理 , 本 节 利 用 
二 次 曲线 极 线 的 方程 给 出 这 两 个 定理 的 证 明 . 

31 3.3.1 设 4 都 是 mm 阶 方 阵 , B 是 m x n 和 矩阵, 则 R( AB) = R(B). 

证 明 ”由 方程 组 (AB)z = 0 与 Bz = 0 同 解 即 得 . 

定理 3.3.1( 二 次 曲线 的 Pappus 定理 ) W QiQs Qe 是 二 次 曲线 5 内 接 六 
角形 (不 必 凸 的 、 甚 至 边 自 交 的 ), 则 QQ- Qs 三 组 对 边 的 交点 共 线 . 

证 明 ”如 图 3.3.1 所 示 . 设 二 次 曲线 S 的 方程 为 (3.2.1), Qi1Qz….Q6 三 组 对 
边 QiQit1, Qit3Qit4 的 交点 依次 为 Pi(ai,5;) (i = 1,2,3), 对 角 线 Q.Q rs, Qi i Qui 
的 交点 为 Ri(zi,yi) (i= 1,2,3). 于 是 


P; 


图 3.321 二 次 曲线 的 Pappus 定理 


根据 定理 3.2.1 可 知 Pi(ai,bi) 在 R,(z;,ui) (i = 1,2,3) 关于 二 次 曲线 S 的 极 线 上 ， 
故 


(Azi + By; + D)a; + (Bzi + Cyi + E)b; + Da; + Eb; + F = 0(i = 1,2,3). 
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写成 矩阵 的 形式 , BP 


Azı + By +D Bazı +Cy +E Drli 十 五 Wi +F al a2 ag 0 
Az + By + D Bzə+ Cg +E Drə+ Eyo- F bi b2 bs = 0 : 
473 + By + D Bzs + Cy +E Drs 十 五 ys + F 1 31 1 0 
Ep 
UGV = O, 
其 中 
Ti Yı 1 A B D G G2 Q3 0 
Ọ = r9 y2 1 SG == B C E , V = bı b2 bs 20 = 0 
13 yz 1 D E F f eu 0 


由 于 对 角 线 的 交点 Ri(zi, yi) (à — 1,2,3) 不 共 线 ,所 以 det(U) Z 0, 从 而 R(U) = 
3, 所 以 R(UGV) = R(GV); 因为 R(UGV) = R(O) = 0, 所 以 R(GV) = 0. 又 因为 
A, B,C 不 全 为 零 , 所 以 R(G) > 1, 于 是 R(V) < 3, 故 det(V) = 0, 从 而 三 组 对 边 
QiQiQi+sQi+a 的 交点 Py, Po, Py 共 线 . 

推论 3.3.1( 两 直线 上 的 Pappus 定理 ) ”如 果 六 角形 QiQz Q (TARK H 
至 边 自 交 的 ) 的 顶点 Qi. Qs. Qs: Qo. Qi, Qo. 分 别 在 两 直线 1,05 上, 则 Q iQ; Qe 

证 明 ”如 图 3.3.2 所 示 . 设 两 直线 的 方程 为 4 :aiz 十 biy 十 ci 二 0 (i= 1,2), $ 
二 次 曲线 的 方程 为 

S : f(z, y) = (aix + biy + ci)(a2z + boy + c2) = 0, 

根据 定理 3.3.1 即 知 推论 3.3.1 结论 成 立 . 


图 3.3.2 ”两 直线 上 的 Pappus 定理 


引 理 3.3.2” 设 A, B 都 是 n TZ; ERE. F AB = O, 则 R( A) + R(B) < n. 
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证 明 ”由 AB=O 知 , B 的 每 一 列 向 量 都 是 齐 次 方程 组 Ax = 0 的 解 向 量 . 若 
R(A) = n, 方程 组 Az = 0 只 有 零 解 , 故 B =O, TÆ R(B) = 0, R(A) + R(B) = n, 
结论 成 立 . 

E R(A) < n, 方程 组 Ar = 0 的 基础 解 系 中 含有 n 一 RA 个 向 量 , 从 而 B 的 
列 向 量 组 的 秩 < n 一 R(A), BI R(B) < n — R(A), 所 以 R(A) + R(B) < n. 

定理 3.3.2(Desarques 定理 ) WW T —48JÉ ABC 和 A, B,O, 位 于 同一 平面 
E, 则 三 直线 AA, BB, CO 共 点 的 充分 必要 条 件 是 三 对 直线 AB 和 A Bi, BC 和 
B1C,,CA 和 C, AA 的 交点 共 线 . 

证 明 ”如 图 3.3.3 所 示 . 设 三 对 直线 AB, A1B1; BO, B101; CA, C, A 的 交点 为 
P,(u;,v;) (i = 1,2,3), 三 对 直线 AA, BE; BBi,CO1; CO1, AA, 交点 的 坐标 分 别 为 
Qi(zi, Yi)(i = 1,2,3). 

必要 性 . 设 三 对 直线 AB, A Bı; BC. B10O1;CAh,C1A41 的 方程 分 别 为 


lij : aiam + buy 十 cil =0, liz: ait + bi2y 十 Ci2 = 0 (à == 873 3), 


C 


B 


Ai 


C 
图 3.3.3 Desarques 定理 


其 中 aiibiz 一 aiba Z 0(i = 1,2,3). 令 二 次 曲线 S; : lali; = 0(i = 1,2,3), flj = 
1,2,3) 是 Q, 关于 Sili = 1,2,3) 的 极 线 的 特征 数 , 则 


fa = Aixi + Biyi + Di=0, fe = Bizi + Ciyi + E, = 0, 


fia = Dixi + Eiyi + F; = 0(¿ = 1,2,3). 
由 推论 3.2.1 4H, Qi 关于 5; 的 极 线 通过 点 Pi(wi, vi) (i = 1,2,3), 于 是 
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fa u; + fiovi + fia = 0 (i = 1,2,3). 
即 


(Aixi + Biyi + Di)u; + (Bixi + Ciyi + E,)u; + (Dixi + E;yi + Fi) = 0 (i = 1,2,3) 
写成 矩阵 方程 的 形式 为 
MU = O, 
其 中 
Axı + Biy + Dı Bızı +Ciyı +E DimiOi+ Bin + F) 


M= |] Ar + B242 + D2 B>szrə+ Coy2 + E2 D222 + E242 + F2 
4373 + B3y3 + D3 B3z3 + C3y3 + E3 Dszs + E3y3 + Fs 


ui U2 U3 0 
U= V1 79 v3 Q= 0 
1 1 1 0 


因为 Qi, Qo, Q5 重合 ， 所 以 Xj = T2 = I3 = T0,1⁄1 = Y2 = Y3 = Yo, 且 存 在 
A #0 f l3 = h + Ma. 所 以 As = A1 + AA2 Bs = B, + ÀAB>,Cs = Ci + ACo, Ds = 
Dı + ÀD>, Es = Ei + AE2, F3 = F4 + AF». 故 


Aizo + Biyo + Di Bızo + Ciyo+Eı Dızo + Eryo + Fà) 
M ~ | 42ro+ B2yo + D2 Bsszo+Cəgo + E2 Db->amo+ E2yo + F> 
0 0 0 


因为 Qi = Q = Q XT 51, 52 的 极 线 是 相交 的 , 所 以 M 二 阶 顺序 主子 式 不 
等 于 零 , MO R(M) = 2. 又 因为 R(MU) = R(O) = 0, 所 以 R(U) < 3. 事实 上 , € 
R(U) = 3, W) R(MU) = R(M) = 2, 这 与 R(MU) = 0 矛盾 . 所 以 det(U) = 0, 
Pi, P>, Ps 三 点 共 线 . 

充分 性 . 设 三 直线 AA, BB, CO 的 方程 分 别 为 


lı : aiz +biy e —0, 1o:aox boy 02 =0, ls3:a3r1+t bzy + c3 = 0, 


其 中 Qaib2 — a3bi z 0, Qa2b3 一 Q3b2 天 0, a3bi — 4103 z 0. 令 二 次 曲线 Si : lili41 = 0(i = 
1,2,3;l4 = h), fi; (Q = 1,2,3) Æ P 关于 5i(i = 1,2,3) 的 极 线 的 特征 数 , 则 


fa = Aiu; + Bivi + Di 20, fiz = Biu; + Civi + Ej = 0, 


fia = Diui + Eivi + F; = 0 (i = 1,2,3). 
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由 推论 3.2.1 4, P; 关于 S, 的 极 线 通 过 点 Qi(ri yi) (i = 1,2,3), 于 是 
faxi + fizyi + fiz = 0 (i = 1,2,3), 
写成 矩阵 方程 的 形式 为 
NV = O, 
其 中 
Aui+Bi+D Biu + Civi +E Diu Equi H Fi 


N = Azu2 + Bou2 + Ds Bzu2 + Cavo + E2 Duo + EB2uə + F5 
A3u3 + B3v3 + D3 Bzu3 + C3u3 + Es Dug + E3v3 + F3 


Tı T2 T3 0 
V=| y yv ws |; O=| 0 
1 i 1 0 


因为 P, Po, P, 是 共 线 且 不 完全 重合 的 三 点 , 所 以 存在 t, 使 ws = (1 tjui + 
tu2,us = (1 — t)vi + tv», 故 


Aiu + Biui+ D1 Bia Ci + E Diui t Eq tA 
N~ Asu 十 B2v2 + Da Bzu2 + C202 + Eos Dəus + Eəouəo + Fə |, 于 是 R(N) 2. 
0 0 0 


又 因为 R(NV)- R(O) = 0, 所 以 R(V) < 1. 事实 上 , 若 R(V) > 1, W R(NV) > 1, 
这 与 R(NV) = 0 FE. 所 以 Qu. Q; Qs 三 点 重合 . 
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4.1 三 角形 有 问 面积 公式 及 其 应 用 


本 节 主 要 讨论 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 . 首先 给 出 三 角形 有 向 面积 的 概 

、 性 质 与 公式 ; 再 利用 有 向 面积 法 给 出 著名 的 Ceva EH, FRH KE, H 
kin Apollonius 定理 和 两 角 和 、 差 的 三 角 公式 等 结论 的 证 明 ; 最 后 利用 有 向 面 
积 法 给 出 一 些 有 趣 的 几何 问题 的 证 明 , 并 借助 于 多 元 函数 的 极 值 方 法 给 出 了 三 角形 
的 一 个 不 等 式 , 该 结论 是 著名 的 Weitzentock 不 等 式 的 加 强 . 
4.1.1 三 角形 有 向 面积 概念 、 性 质 与 公式 

定义 4.1.1. W P, P, Ps 为 三 角 边 , 4$ P, — P, — Ps — P, 的 绕 向 是 道 时 针 
( 顺 时 针 ) B3, 则 称 P, P, P, 为 正 向 (反问) 三 角形 . 

定义 4.1.2” 设 三 角形 PPP 的 面积 为 Sp, p, p,, 则 三 角形 P, P, Ps 的 有 向 面 
积 

DP, PaP, = ESP, Pz P3» (4.1.1) 

其 中 当 P, P, P, A 1E|8| = f JE Rf P =, 24 P, P, Ps 为 反 向 三 角形 时 取 “-- ”号 . 

特别 地 , 34 P, P, Ps 共 线 时 , 我 们 把 线段 P, P, P, 看 成 是 三 角形 的 特殊 情形 ， 
并 规定 式 (4.1.1) 中 的 有 向 面积 为 零 . 

显然 , Dp, PP = Dr,r,p, = DP PiP, = —Dp,P, Ps = -Dp PP, = -Dp pp. 因 
此 , 在 有 向 面积 下 , 过 三 点 的 三 角形 与 过 这 三 点 次 序 有 关 的 . 

定理 4.1.1 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 P,(z;,u;) (i = 1,2,3), 则 三 角形 
的 有 向 面积 


3 
1 
Dp, p, Pa = = 2 2 TiVitl 一 Ti+1Yi), (4.1.2) 


2 


z3 y3 1 
其 中 Y3+1 = T1, Y3+1 = Yı. 

证 明 (1) 当 三 角形 PPP 为 正 向 三 角形 时 ， 车 三 角形 P, P, Ps 有 一 边 与 xz 
轴 平 行 , 不 妨 设 P, P. 与 z 轴 平 行 , 如 图 4.1.1 所 示 . 由 有 向 面积 的 定义 、 三 角形 面 
积 公 式 及 yı = 92; 得 


Dp, P, Ps =SP p; P3 
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1 


T: 
=> (72 — xi)(ys — 2) = 3 (T2Y3 — r2y2 — 1193 + 2112) 


1 
73e — z2y1) + (293 — 2392) + (xay1 — 21y3a)]. (4.1.3) 


图 4.1.1 一 边 与 r 轴 平 行 的 三 角形 


车 三 角形 PPP 的 三 边 都 不 平行 于 z HH, 则 过 某 顶 点 且 平 行 于 z 轴 的 直线 
必 和 其 对 边 相交 . 不 妨 设 PQ 平行 于 sh, 交 对 边 P,P, 于 Q(z,y), 如 图 4.1.2 所 
示 . 由 P, P, Q 三 点 共 线 , 得 


T2Y3 — 2392 = T2Y 一 TY2 + TY1 — 717 (4.1.4) 
由 式 (4.1.3) 和 式 (4.1.4) 得 


Dp, PoP} —Sp,p;Q + SP,QP, 
1 
=3l(z1y2 — Z2Y1) + (z2y — TY2) + (zyı — z1y)] 
1 
T g riy — zii) + (Ty — zay) + (ay — 21ya)] 


1 
73 — z2y1) + (£243 一 2392) + (zay1 — 2193)]. 


41.2 X15 x 轴 都 不 平行 的 三 角形 


(2) 当 三 角形 P. P, Ps 为 反 向 三 角形 时 , 则 三 角形 P, P, P, 为 正 向 的 . 根据 情形 
(1) 及 Dp, PaP; = —DP,P;P,; 容易 证 明 式 (4.1.1) 成 立 . 
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定理 4.1.2(Ceva 定理 ) ”在 三 角形 Pi PP 的 边 Pi Pz, PP3, PP 所 在 直线 上 


依次 取 点 Qi. Qu, Qa. 试 证 : PiQa, PsQs, PQI 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 o 
P)Q» I P3Qa 


QoP, Qa — 

WEBB ”如 图 4.1.3 所 示 . 不 妨 设 三 角形 Pi P. P, 顶点 的 坐标 为 P (0,0), P; (a, 0) 
Ps (b, c), 5 = Ài, a es 22, o = = As. FÆ Qi, Qo, 83 的 坐标 为 

` Qi Q> Ps Q3Pı 


«(eh 


n a+bÀAə cÀ Q b c 
i [445 qp ES I. LIENS TEA 


O(P.) Q, P; 


图 4.1.3 Ceva 定理 
ARE PQ: 的 方程 为 


- CÀ3 I 
c er n (4.1.5) 
PQs 的 方程 为 
c ac 
六 (21.6) 


(4.1.4) 和 (4.1.5) 两 式 联 立 求 得 P, Q; 和 P,Qs 交点 的 坐标 


( a + bàz CÀ2 ) 
1 十 和 2 十 和 2X3 1+ A2 2223] — 
由 三 角形 有 办 面积 公式 得 


QCA1 QA1 CA》2 
2Dp, -[0— “pa a s 
PsQi M ( 29 Ed CES» 1 十 和 1 十 和 2 和 3 ) 


à + bàz ë b cÀo ) 
1 二 + 和 2 二 和 A2A3 — 1 + à2 + A2A3 
1 
”一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 入 —acÀM(1+ À 入 2 入 «(1 
(LEAD Xs TAN |acÀiÀ2 — acA1(1 + A2 + A2A3) + ac(1 + 1)] 
E ac(1 = À1À223) 
 (1+ Ar)(1 + À2 + AəÀ3)' 
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所 以 


P P. P. 
P,Q>, P;Qs, PIQUE T — A & Dp,Qui = 0 @ à1à2å3=1 & Dr OE DE 1. 
定理 4.1.3 ”在 三 角形 P, P, Ps 的 边 PP, P; Ps, Pa P, 所 在 直线 上 依次 截取 线 
E Qi Ri, Qo R5, Qs Fi, 使 得 dPia = dp,n;, dp,Q; = dp,n;; dPsQ3 = dp, R3- uE BH: 
P1Q», PQ3, P3Q1 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 P, R2, P> Rs, P3Tü ETM. 
WEBB ”如 图 4.1.4 所 示 . 不 妨 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 P (0,0), P;(a,0), 


P. P. 
Ps (b,c); P.Q>, BQs 和 P, Ro, PaRa 的 交点 分 别 M, N, 且 TIL = Xi BA L y, 
sn Qi P; Qo Ps 
3Q3 _ 


QP, 生 


图 4.1.4 ZAPTI EE 


s PU 1 PR» 
由 dp,Q, = dPPidPae。 = dPsR2, dPsQs = dp, R3, 得 RıPə m M R2 P3 7 


1 PRs 1 El š 
X EH 于 是 根据 定理 4.1.2 的 证 明 有 
pa ANN) _ 
BE TE ADU EA T XX" 
Do an o SLT QS] aM) 
Pi RoN ^ T 1/Ai)[1 E 1/A2 未 1/(AoəÀa)] (1 + A1)(1 + 入 3 F A2A3)' 


于 是 P1Q», P;Qs, PQI 交 于 一 点 e DposM = 0 @ À1À2À3 = 1 @ Dp,n.N = 0 @ 
P, R>, P, Rs, P, 交 于 一 点 . 

注 4.1.1 在 三 角形 P. P; Ps 的 边 P, P>, P; Ps, Pa P, 截取 线段 Qi Ri, Qo Ro, Qa Rs 
时 , PiQ2, P2Q3, PsQi 的 交点 M 和 P, Ro, P, Rs, PsR, 交点 N 称 为 三 角形 P. P; Ps 
[5955 LAU ex, THER] A VERLA rB HU. "SERI PA E BB”. 

定理 4.1.4(3t 46 ELTE] Apollonius EE) i P, P' 分别 是 椭圆 x? /a?--y? /b? = 
1 或 双 曲 线 z?/a? — y?/b? = 1 与 其 任意 两 条 共 轿 直径 的 一 个 交点 , 则 (1) d2 p + 
d2,5, = a? + (TEX EE), 或 d2,,, — d2 p, = a? — P (TE 1E); (2) 以 OP OP" 为 
邻 边 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 ab (TH 29 XE fL). 
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证 明 (1) 如 图 4.1.5 所 示 . 不 妨 设 椭圆 z2/a2 + 罗 2/ 刀 = 1 的 共 轿 直径 的 方程 
为 y= kz,y = k'z, Jl] kk' = —b?/a?, BI k' = —b2 /ka2. 


4.1.5 MRHAR Apollonius 定理 


设 P,P' 的 坐标 分 别 为 P(x,y), P'(z', y), MU dp = x? + 2, do pi = x? + y^. 
解 方程 组 
| PJPP, 


qj = R: 
得 
E _ a2b2 
— ka? +b?’ 
y? E k?a20? 
大 202 E b2’ 
以 —b?/ (ka?) 代 上 式 中 的 k, 得 
Q2 i k2a* 
k?a? + b2’ 
y’? = bt 
k2a2 + b2 ` 
于 是 
212 9.242 204 L bt 
"NOT EE + k^a*b k*a* 4- 
k?a? + b? k?a? + b? 
b? (a? +b?) + k?a? (a? +b?) 3 ^ 
eps ow =a 十 局 (为 定 值 ). 
同 理 可 以 证 明 双 曲线 的 情形 . 
(2) 不 妨 设 P 位 于 z 轴 的 上 方 , P' 位 于 z 轴 的 下 方 , 则 
+ab Iklab , 0 *|k|a2 ; —b2 


2m VESgp AE FE 
因为 


TtT = ————5 = -pe a mä 
V k?a? + b? * k2a? + b2 


2 cab —b2 +|k|a2 |k|ab 
 Vk2a2 +b? vka? +0? vka? 3o vka? + b2 


2Dopp: —zy' — z'y 
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+ab(k2a2 + b?) uim 
BENE "PT e 


所 以 以 OP, OP' 为 邻 边 组 成 的 平行 四 边 形 为 S = 2|Dopp'| = ab. 
同 理 可 以 证 明 双 曲线 的 情形 . 
定理 4.1.5 ”利用 三 角形 有 向 面积 公式 证 明 : 


sin(o — B) = sina cos B — cos a sin B, (4.1.7) 
cos(a — B) = cosa cos B + sin asin B. (4.1.8) 


证 明 ”如 图 4.1.6 所 示 . 不 妨 设 2x > a > Pz0. a= pnp 时 , 结论 显 
然 成 立 . 当 a zB 时 , 在 单位 圆 上 取 两 点 : 


A(coso, sino),  B(cos f, sin D). 
根据 式 (4.1.1), 坐标 原点 与 这 两 点 构成 的 三 角形 O AB 的 有 向 面积 


1 
DoAB = s (cosa sin p — sin o cos fj). 


图 416 单位 圆 中 三 角形 
23a — B « n(a — B > m) 时 ,三 角形 OAB 为 反 向 ( 正 向 ) 三 角形 . 于 是 


SoAB = *#DoAB = +3(sinacosp — cos asin fj). 
男 一 方面 , 由 等 腰 三 角形 面积 公式 有 
SoAB = ; -1° - |sin(a — 8)| = 5 sin(a — fi), 


因此 式 (4.1.7) 成 立 . 
类 似 地 , 在 单位 圆 上 取 两 点 : 
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A' (cos (s + a) ; sin (3 $ o)) = A'(— sino, cosa), B(cos B, sin 8), 
可 以 证 明 式 (4.1.8) 成 立 . 
定理 4.1.6 V P, P; Ps 是 椭圆 的 内 接 三 角形 , PQ, PQ2, PQs 是 椭圆 的 通 
径 ( 即 是 通过 椭圆 中 心 的 弦 ), 证 明 : 
Dp, pp, + DQ. PaPa + DasPsP: + Dq.P. P, = 0. (4.1.9) 


证 明 ”如 图 4.1.7 所 示 . 不 妨 设 椭圆 的 方程 为 zz/a2+y2/ 妇 = 1, 三 角形 P P; Ps 
顶点 的 坐标 为 Pi(acosai,bsin ai)(i = 1,2,3), 于 是 椭圆 通 径 PQ1, PQ2, PsQs 另 
一 端点 的 坐标 为 Q.(—acose;, -bsinai)( = 1,2,3). id P3,; = P,, 034; = ai, W 

3 3 
2Dp, P; Ps =ab ` (cos ai sina;41 一 sino; COS ai+1) = ab 》 sin(@i+ı — Oi), 
i=1 i=l 
3 


3 
2 > Do,Pi, i Pipa —ab > [(— cos ai sin ai+1 + sin ai cos Qi+1) + (cos ai+1sin Qipa 
i=1 i=1 
— COS ai+2 Sin ai+1) + (一 cos ai+l Sin ai+2 + Cos ai sin ai+2)] 


=" [sin(o; — 0,41) + sin(o;42 一 ai+1) 十 sin(ai+2 — o;)] 


-> [sin(o; — 041) + sin(oj41 — Qi) + sin(a; 一 ai+1)] 


一 一 i ine — ai), 
i=1 


因此 , 5X (4.1.9) 成 立 . 


图 4.1.7 


推论 4.3.1. X P. Pa P 是 圆 的 内 接 三 角形 ， P Qi, P2Q2, P3Q5 是 圆 的 直径 . 
(1) 若 P, P, Ps 为 锐角 三 角形 , 则 Sp. p, p, = SQ, P; Ps + Sq. Pa P,  SQsP pil?) Æ 
P, P, Ps 为 直角 三 角形 , 则 三 个 三 角形 的 面积 So, PP Sq. P.P, Sq. p. p, P, 其 中 两 
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个 等 于 零 , 另 一 个 等 于 Spr; (3) E P, P, Ps 为 钝 角 三 角形 , 则 三 个 三 角形 的 面 
TA SoP Py. SQ. P.P, Soup, p, P, 其 中 钝 角 的 通 径 另 一 端点 所 在 的 三 角形 的 面积 等 
于 三 角形 P. P, P, 的 面积 与 另外 两 个 面积 的 和 . 

WEBB (1) 如 图 4.1.8 所 示 . 在 式 (4.1.9) F, 注意 到 三 角形 QI P; Ps. QPP, 
Qs P, P, 与 三 角形 P. P, Ps 都 是 反 向 的 即 得 . 


图 4.1.8 


(2) 如 图 4.1.9 所 示 . 不 妨 设 ¿/P;P,P, = 905, 此 时 点 已 与 Q K, P, 5 Qs 均 
重合 , 因此 结论 成 立 . 


图 4.1.9 


(3) 如 图 4.1.10 所 示 . 不 妨 设 P, P, P, 为 正 向 三 角形 , 且 三 角形 ZPPP > 
90°, 则 此 时 Q, P, P3 为 反 向 三 角形 , Q> P, P, 和 Qs P, P; 均 为 正 向 三 角形 , 故 根 据 式 
(4.1.9) 知 


SQ, PP» = SP, P, Ps + SQ.,PsP, + SqQsP, Pas 
因此 结论 成 立 . 
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图 4.1.10 


注 4.1.2 ”推论 4.1.1(1) 为 1981 年 中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 题 . 
定理 4.1.7 W P, P; Ps 是 双 曲 线 的 内 接 三 角形 ， PiQ1, P2Qo, P3Q3 是 通过 双 
曲线 中 心 的 直线 段 且 分 别 与 双 曲 线 相交 于 男 一 点 Qi, Qo, Qa, 证 明 : 


Dp, PaPa + Do. P,Ps + Dq.PsP, + Dos P, p; = 0. (4.1.10) 


WEBB ”如 图 4.1.11 所 示 . 不 妨 设 双 曲线 的 方程 为 z2/a2 — 22/52 = 1, 三 角形 
P, P> Ps 顶点 的 坐标 为 P(asec oi,btan ai)( = 1,2,3), 于 是 直线 段 P.Q1, P82, P3Q3 
另 一 端点 的 坐标 为 Qi;( 一 asec ai, —btano;)(i = 1,2,3). 从 而 

3 
2Dp, P> Pa =ab 5 (sec Qi tan Q-1 — tan o; sec Qi+1) 
i—l 
3 
—ab 5 sec Qi sec Qi+1(Sin ai+1 — sin Qi), 
i—l 
3 3 
2 >` DQoiP, Pisa =ab Y ` [(tan ai seco; 1 一 sec ai tan 9; 41) + (sec v; i 1 tan ai+2 
i—l1l i—1 
— sec ai+2 tan ai+1) + (seco; tan ai+2 — seco,» tan oi)] 
3 
—ab Y B sec ai sec w; 41 (sin ai — sin 941) 
i—l 
+ sec ai+l sec ai+2(Sin ai+2 — sin ai+1)] 
3 
—ab M. sec ai sec Qipi (sin ai — sin 041), 


i—1 


因此 , zÑ (4.1.10) 成 立 . 
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图 4.1.11 


4.1.3 三 角形 有 向 面积 公式 在 几何 问题 证 明 中 的 应 用 
BJ 4.1.1 连接 四 边 形 P, P, Ps P, 两 对 边 中 点 的 两 线段 交 于 点 M. 证 明 三 角 
JÉ PMP: 5 P, M P, 有 向 面积 的 和 等 于 三 角形 P, M P; 5 PMP, 有 向 面积 的 和 . 
证 明 ”如 图 4.1.12 所 示 . 设 四 边 形 顶 点 的 坐标 为 Pili yi) (i = 1, 2, 3, 4), 
FE P. P; Ps PA 两 对 边 中 点 的 两 线段 交点 的 坐标 为 
Z1 十 Z2 十 TZ3 十 T4 1 十 V2 十 V3 十 V4 
M s nent) i 


4 
所 以 
Yı +Y2 ya y4A Tı d T2 + T3 + T4 
2 Dp un = | mi e ee dn 
4 4 
— 十 Z3 + T4 anas EET ERA) d in ccn 
1 1 
三 一 gy 一 Z2V1) + 4 m 一 z4y1) + i — T243). 


D 
ARN 


P, P, 
41142 四边形 中 四 个 三 角形 的 性 质 
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2Dp,MP, = - (tsu — zays) + Hm — $293) + HC — z441), 
于 是 
Dr up, + Dnsup, = tipa za)  (zsy — 2295) — (z192 — 22) — (rst — ra) 
类 似 地 
Dp,M Ps + Dp,M P. = Tlen — 2392) + (zays — z3y4) — (z21/3 — 1392) — (zay1 — z194)]; 


所 以 
Dp,up, + DpsMPs = Dp,MPs + Dp, MP. 


注意 到 三 角形 P, M P», PM P4, P,M Ps 和 P, M P, 是 同 向 的 , 故 
Sp, MP; + SPMP, = SP,MPs + SPMP- 


例 4.1.2 证明: 双 曲 线 的 切线 与 其 两 渐 近 线 构成 的 三 角形 的 面积 等 于 双 曲 
线 两 半 轴 的 积 . 

证 明 ”如 图 4.1.13 所 示 . 不 妨 设 双 曲线 的 方程 为 rz/a2 — y? /b? = 1, 切 点 为 
P(aseco, btana). 于 是 双 曲 线 的 渐 近 线 和 切线 的 方程 分 别 为 


b 
y=+-r 和 bz 一 asina:y=abcosa. 
a 


图 4.1.13 ” 双 曲 线 的 切线 与 其 两 渐 近 线 构 成 的 三 角形 
求 得 渐 近 线 与 切线 的 交点 
Q (e bcoso ) Q (cmm em) 
1 ; 5 u————À——— Js 


1 — sing’ 1 — sing 1 二 sina' l+ sino 
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= —ab > SoQiQs — ab. 


D _ 1 a cos o —b cosa a cos Q beosa 
OQ1Q2 7 1—sino l1-sina l+sne 1—sina 


例 4.1.3 ”已 知 凸 四 边 形 P,P,P,sP, 的 两 对 角 线 P.P, 和 P,P, 相交 于 点 O. 
证 明 : 车 D3 p,o = Dp,p,oDop,p,, 则 该 四 边 形 的 两 对 边 P, P», Ps P, 相互 平行 . 

证 明 ”如 图 4.1.14 所 示 . 不 妨 设 四 边 形 Pi P> Ps P, 的 两 对 角 线 P, Ps # P, P, AE 
点 O 为 坐标 原点 , 顶点 的 坐标 为 Pi (21, k121), P(£2, k2£2), Ps (za, kiz3), PA(za, kəza). 
由 三 角形 有 向 面积 公式 得 


2Dp,p,0 —r2: kiz3 一 k2z2 : z3 = (ki — kəo)z2z3, 
2Dp po =T] ` koT2 —VX2* kızı = (k2 a ki)zir2, 


2Dop,p, =T3 * k2z£4 — På: ° kiz3 = (k2 = ki)za324. 


依 题 设 得 zzz3 = zliza - £384, 于 是 za = zors/ai. 所 以 


k _ kəoza — kiy3 _ ko: zəz3/zi — kıza _ kozy2 — kızı 
FP P, =, Ã— — —  — — 
ulis T4 — T3 Z273/Z1 一 T3 T2 — £1 


从 而 四 边 形 P, P, Ps P, 的 两 对 边 P, P, 与 PaP, 相互 平行 . 


= kp, p, , 


4.3.14. 两 对 边 相 互 平行 的 四 边 形 


例 4.1.4 REMH P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 P,(a + Rcos0;, b + RRsin0;), L 是 
三 角形 P, P, Ps 外 接 圆 P, 点 的 切线 , Qi 是 lj 与 la (i= 1,2,3;l4 = h,04 = 01) 的 
交点 . 证 明 
T. 6 — biya 
2DQiQ4Qs tl E D + Dp, p, p; = 0. 


证 明 ”不 妨 设 a= 0,b=0. 于 是 由 1; 和 lizi 的 方程 


cosÓ;-r--sinÓ;.y =R 和 cosñ;,i:z-+sin0;,i: 7 = R, 
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求 得 两 切线 的 交点 


于 是 


2 0; — 0;,1 
2Do,q.os | | cos 一 一 
i=1 
3 
, £i 0i 0; 0i 0; Qit2 . 0i 6j 0i42 — 0i 
=a) (co = Oi + Cii in — t2 oot 一 +2 in” z EP. y ag = 


" 十 2 Ui 0, i 十 2 > ) 
=a? j a aB Cos Sa a? sin(0 Qi+1) 
i=l 


3 3 
2D pP, P, Ps = a? 5 (cos 0, sin i41 一 cos0;,1 sin 0,) = a? Y "sin(bi+1 — £i). 
Ted s=1 
所 以 


bi+1 


3 
8; — 
2DQiQsQs Ios + Dp, p, Ps = 0. 
i=1 


例 4.1.5( 第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 题 , 1966 Æ) Z Q, 是 三 角形 P, P> Ps 的 
边 P.P; (¿= 1, 2,3) 上 任意 一 点 , 证 明 : 三 角形 PQQ, P2Q2Q1, P3Q3Q» 中 至 少 
有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 三 角形 P, P, Ps 面积 的 1/4. 

WEBB ”如 图 4.1.15 所 示 . 不 妨 设 三 角形 PPP 为 正 向 三 角形 , 其 顶点 的 坐 
标 为 P,(0,0), P2(a,0), Ps(b,c)(a,c > 0), 边 上 的 点 的 坐标 为 Qi(a,0), Q2(à2a + 
(1 — A2)b, (1 — A2)c), Qs (A35, Asc) (0 < A1, XN2, Ns < 1), 则 三 角形 已 QiQa, P2Q2Q1, 
PQQ: 均 为 正 向 三 角形 . 于 是 


2SP, P, P, —2Dp, p, p, = ac, 
2Sp,Q,Qs =2Dp,Q183 = A129aac, 
2Sp,Q,Q. —=2Dp,q.Q, = (1 — A1)(1 — A2)ac, 
2SP,QsQ; =2D PQQ = Xz(1 — As)ac. 
4 f(Ai,À2, A3) = 641 (1 — à1)A2(1 — à2)A3(1 — A3), HF ài + (1-— X) = 1(í = 
1,2,3), 所 以 当 且 仅 当 A; = 1— A; Bl A; = 1/2(i = 1,2,3) 时 , fu, 2, A3) 的 最 大 值 
为 于 
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P,(O) Q. P, T 


图 4.1.15 ZARZA ERRERIK 


现 假设 三 角形 PLQ, PQ2Qi, P3Q3Qo 的 面积 均 大 于 三 角形 P P, Ps 面积 的 
1/4, 则 
AMAsac ac, 4(1— Ai)(1— A2)ac » ac, 4)Àə(1-— Aa)ac > ac, 
即 
4 和 1A3 > 1, 4(1 = Ai) = À2) 21 4A2(1 一 À3) > 1, 
于 是 
64A, (1 一 à1)A2(1 = à2)à3(1 = Aa) wi, 
这 与 f(A1, Xz, A3) 的 最 大 值 为 1 相 矛 盾 , 从 而 三 角形 PQQ, P2Q2Q1, PQ3Q2 中 
至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 三 角形 P. P, P, 面积 的 1/4. 
定理 4.1.8 ” 设 三 角形 P, P, Ps 外 接 圆 的 半径 为 R, Ps, = Pi, WEH: 


3 
0 < Mdb p, — AV3Sp p, p, < 8R?. (4.1.11) 
i—-1 
证 明 ”如 图 4.1.16 所 示 . 不 妨 设 三 角形 PPP, 顶点 的 坐标 为 P;(RcosÓ;, 
Rsin0;)(¿ = 1,2,3); 0 < 0, < 0> < 0s < 2x. 于 是 


3 
2 db, p,,, 7 4V3Sp, P> Ps 
i—1 


8 
=R? >` [(cos 0i+1 — cos (AM + (sin 9;41 — sin 0,)2 


i-1 
= 2V3(cos bsin ĝi+ı — cos 0; 1 sin6;)] 
3 
=2R2 by [1 es cos(0; 41 E 0i) kasi V3sin(0;41 T 0;)] 


i=1 


3 
i 一 /i 0 x 
=8R? X T : 
— 2 2 3 
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图 4.1.16 


4 fla, b, y) = sinasin (a — a) + sin B sin (6 — 3 + sin sin (7- a) 其 中 
0 < o, < n, —x < y < 0,e + B + y = 0, M 


f = sinasin (a — 2) + sin 8sin (8 — Z) + sin(a + 8)sin (a + 8 — =) 0 < 
Qa,B < n. H 


s = 2sin(2a + f) cos (8-5) =0 
x - = 2sin(a + 28) cos (e + s)= 0 
KE f 定义 域 中 的 内 点 为 
a = x/6, o — n/3, o = n/6, a = 27/3, 
B = x/6, B = n/3, B = 2n/3, B — n/6, 
y = —n/3, y = —2x/3, y = —5x/6, y = —5n/6. 


2 
X A = = 4cos(2a + B) cos (8 + 7 Z), h= = 2cos (2a & 28 + 2), a = = 


4 cos(a + 28) cos (a 十 3) 


(1) ?4 o = n/6,08 = x/6,y = —x/3 hf, A= Pi cono ZT = -20 = 


i —0, 于 是 B? — AC = 4 » 0, 故 函数 f E o = n/6,8 = n/6,y = —n/3 处 无 极 
fü. 

(2) 34 a = x/3,8 = n/3,y = —-2n/3 hF, A = C = 2 > 0,B = 1,B? — AC = 
—3 < 0, W f Æ a = x/3,B = x/3,y = —2n/3 处 取得 极 小 值 , 且 极 小 值 为 0. 

(3) 34 a = n/6, 8 = 2x/3,y = —5n/6 时 , A = 4, B = 4,C = 0, B? — AC = 16 > 
0, WA f fE a = n/6,0 = 2x/3,y = —5x/6 处 无 极 值 ; 
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同 理 , f 在 a = 2n/3, 8 = x/6,y = —5x/6 处 无 极 值 . 
(4) >4 a = 0(0 < 8 < x) Bf, f = sin sin (a - =) + sin f sin (6- =) = sin? B, 
此 时 f 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0. 
类 似 地 , TARE o = n(0 < 8 € 1); 8 = 0(0 < o < x) M 8 = n(0 < o < n) 
时 , f 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0. 
从 而 f 在 闭 区 域 0 < o,8 < 上 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0, 且 最 小 值 可 以 在 
区 域内 取得 , 而 最 大 值 只 能 在 边界 上 取得 . 注意 到 0 < 0;41 — 0, < x, 由 上 述 结 论 可 
得 
Oit1 — Oi . (= — 0, z) 
sın —— h sın | —— >—ə N NV. — — 
> 2 ^ 2 3 


的 最 小 值 为 0, 上 确 界 为 1, 故 式 (4.1.9) RA. 
注 4.1.3 sÑ (4.1.9) 的 左 式 即 著名 的 Weitzentock PER. 


4.2 平面 多 边 形 有 癌 面 积 公式 及 其 应 用 


本 节 主 要 将 三 角形 有 向 面积 公式 推广 到 平面 多 边 形 的 情形 . 首先 , 利用 三 角形 
有 向 面积 公式 和 数学 归纳 法 给 出 多 边 形 有 向 面积 公式 ; 其 次 , 利用 多 边 形 有 向 面积 
公式 给 出 一 些 面积 问题 、 定 值 问题 和 一 些 数学 竞赛 题 的 证 明 或 推广 , 包括 著名 的 默 
比 乌 斯 定理 ; 最 后 , 讨论 曲 边 形 有 向 面积 与 多 边 形 有 向 面积 之 间 的 关系 , 从 而 利用 
极限 和 多 边 形 有 向 面积 公式 证 明 椭圆 面积 公式 . 
4.2.1 多边形 有 向 面积 公式 


定义 4.2.1 设 P, Ps : : - B, 是 平面 TL 边 形 . 如 果 Pi — P> 5 P, ind P. 
的 绕 向 是 逆 时 针 ( 顺 时 针 ) 的 , 则 称 P, P... Pa 为 正 向 ( 反 向 )n 边 形 . 
定义 4.2.2 设 SP. Po-Pa 表示 平面 TL 边 形 Pi P> gs3 P, 的 面积 ， 则 称 


Dp, p, P, = +SP, PoPa 


为 PP- P, 的 有 向 面积 , 其 中 当 PP- Pa AEW n 边 形 时 取 “+” 号 ; 当 
P, Po- Pa ARI n WENER e” 5. 

51 4.2.1 ”每 个 n 边 形 P, P>. - - P, (n > 4) 都 可 以 用 其 内 部 的 一 条 对 角 线 
将 它 分 成 一 个 三 角形 和 一 个 边 数 不 小 于 n 一 3 且 不 大 于 n 一 1 的 多 边 形 的 和 ; Bx 
PIP; : P, (n > 4) 是 正 向 的 , 那么 被 分 成 的 三 角形 和 多 边 形 的 顶点 按 原 多 边 形 顶 
点 下 标的 大 小 顺序 排列 仍 都 是 正 向 的 . 

证 明 ”由 于 每 个 多 边 形 都 可 以 被 其 内 部 彼此 不 相交 的 对 角 线 分 成 若干 个 三 角 
形 的 和 . 因此 对 n 边 形 P. 已 … Pa (n > 4) 的 这 种 对 角 线 的 三 角形 剖 分 , 适当 指定 
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某 三 角形 后 将 其 余 的 三 角形 合并 , 可 以 得 到 一 个 边 数 不 小 于 n 一 3 且 不 大 于 n 一 1 
的 多 边 形 . 于 是 , 每 个 n 边 形 P. Po- Pa (n > 4) 都 可 以 用 其 内 部 的 一 条 对 角 线 将 
它 分 成 一 个 三 角形 和 一 个 边 数 不 小 于 n 一 3 且 不 大 于 n — 1 的 多 边 形 的 和 . 

显然 , n 边 形 P. P, - Pa (n > 4) 是 正 向 的 , 被 分 成 的 三 角形 和 多 边 形 的 顶 
点 按 原 多 边 形 顶 点 下 标的 大 小 顺序 排列 仍 都 是 正 向 的 . 

定理 4.2.1 R n WÉ PPr- P, 顶点 的 坐标 为 Pi(zi,yi) (i = 1,2,--- ,n), 
则 该 ” 边 形 的 有 向 面积 


1 TL 
Dp, p, p, = =a >: TiYi+1 一 Ti+1Yi), (4.2.1) 


其 中 Tn+1 = T1, Yn+1 — Ui. 

XEBH — 04 n XUÉ PP- P. 为 反 向 多 边 形 时 , 则 n AÉ PP- P,, AER 
HJ. 由 于 Dp p.p, = —Dpnap, P, 因此 只 需 证 明 m 边 形 P P- P, 为 正 向 多 边 
形 时 , 式 (4.2.1) 成 立 . 

用 数学 归纳 法 . `4 n = 3 BF, 根据 定理 10.1 结论 成 立 . 假设 结论 对 边 数 不 超 
ib k 的 正 向 多 边 形成 立 , 则 当 n = k+ 1 时 , 根据 引 理 42.1, 不 妨 设 十 1 边 形 
PPP. P. Pa, A 被 其 内 部 的 对 角 线 P, Ps 分 成 正 向 三 角形 P. P; Ps 和 正 向 多 边 形 
M 之 和 . 

(1) 如 图 4.2.1 所 示 . 当 M X kið PiP- P, P. 时 , 根据 定义 4.2.2 和 面 
积 的 可 加 性 以 及 归纳 假设 , 得 

Dp, p, P,Py41 7 SP, P, Ps + ŠP, Pao Pk Pk+1 


l 
—zl(z1y» — £241) + (x2ya — xay2) + (ay1 — 2193)] 
2 


1 
E s ius — £341) + (Zaya 一 zays) + 


+ (ZkUk+1 一 Tk+1Yk) + (Tk+1Y1 一 T1Yk+1) 
k+1 


一 了 » (ziyiz1 一 Tit1Yi). 


i—1 


Piri P, 


Ps 


Pi P, 
图 42.1 MN ki 
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(2) 如 图 4.2.2 所 示 . 当 M 为 上 一 1 边 形 时 , 不 妨 设 M 为 P, Pi: PP. 此 
时 ， Pa, Ps, Pa 共 线 ， 于 是 


(ziu3 — $391) + (xay4 一 z4y3) + (xay1 一 2194) = 0, 
所 以 


Dp, Px--.Pk Pk — SP. Px Ps + SP, Pao Pr Pk+1 
1 
73v — £241) + (z2ys — zay2) + (zay1 一 z193)] 
1 
+ g eius — z3y1) + (Z3ya — t4ya) + (zay1 — 2194)] 


1 
+ gia — z4y1) + (xays — z5y4) + : ` ` 


+ (ZEVK+I 一 Tk+1Yk) + (Zkyiyi 一 Z11k+1) 


1 k+1 
一 了 >` (Ziyit1 - $4113). 
i=1 
P; 
Py P 
4 


P, P 
E422 M 为 k 一 1 边 形 


(3) 4 M 28 k — 2 边 形 时 , 仿 (2) 可 证 式 (4.2.2) 成 立 . 

综 上 所 述 , 结论 对 任意 正 向 n 边 形 PP- Ps 成 立 . 
4.2.2 多边形 有 向 面积 公式 的 应 用 

BJ 4.2.1 如 图 4.2.3 所 示 , 求 内 接 于 半径 为 R 的 圆 的 正 五 星 形 P,Qi PQP 
Qs3P4Q4P5Qs 的 有 向 面积 和 面积 . 

E 不妨 设 正 五 星 形 在 圆 上 的 顶点 的 坐标 为 及 (neos EE, Resin 23 (k= 
1, 2, 3, 4, 5). 于 是 Pk Pk+2 的 方程 为 

R E 2(k : 2)x _ á 2kn 


in——|z-4R "M. 
5 5 


2(k--2)v | 2kn 2(k 4-2)» . | 
cos -5 — cos —— sin -E |, 


2(k i az] " 


=R? Ë 
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即 
cos Et YE ssin Et UE. Reos P 
分 别 令 k= 5, 1, 得 PP» M P, Ps 的 直线 方程 
Gs pala = Hug 
5 E = 5 ' 


^ — M 
5 B4 5' 


图 4.2.3” 正 五 星 形 
于 是 求 得 P, P, 和 P, P, 交点 的 坐标 


2 2 
R cos a cos ze R cos = sin > 
Q 5 5 5 5 
1 元 , . 


COS — cos x 
5 5 
所 以 
DP, Q1 Q2 PsQs P4Q4 PsQs 
cos an in an cos m cos = 
2 g Sm- K Eg 2 
=5D0P, Q: =5Rə Cos E . = rae” =s š dio t 
5 cos 5 cos 5 9 


2 
—5R? tan : cos T 


例 4.2.2(1991 年 苏联 教委 推荐 试题 ) — Ut AG, BE,CF 为 锐角 三 角形 的 高 , H 
为 垂 心 . 已 知 SpGyr = Sccgn, 求证 三 角形 ABC 为 等 腰 三 角形 . 

证 明 ”如 图 4.2.4 所 示 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(0, a), B(—5,0), C(c, 0) (abc > 
0), 于 是 G 点 的 坐标 为 G(0,0), AB, CF, AC, BE 的 方程 分 别 为 
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—z/b+y/a=1, (4.2.2) 
r/c+y/a=1, (4.2.3) 
z/a 4- y/b — c/a, (4.2.4) 
z/a — y/c = —b/a. (4.2.5) 


图 4.2.4 


I (4.2.3) 和 (4.2.5). IÈ (4.2.2) 和 (4.2.3). IÑ (4.2.4) 和 (4.2.5) 联 立 , 分 别 求 得 
H, F, E. 点 的 坐标 


aa my F s ER x (e 2 


a?--b2 ^ a2 +b? a?--c2 ^ a2 + c2 


由 多 边 形 有 向 面积 公式 及 SpcHF = Seckn, 得 


_ b2e(be—a2) , ab?(b— c) _ ac2(e—b) , bc?(a? — bc) 


a(a? + b?) a? + b2 a? + c? a(a? + c?) 
b(a?—c?) (a — b?) 
a+b a +e 


=>(b — c) [at (b? + c? — bc) + b] 20 b-c =0 >b =c, 


所 以 三 角形 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
B 4.2.3 W PiPz--- Ps J /17518 3, Qi 是 其 对 角 线 PiP 的 分 点 使 P.Qi/ 
QiPit2 = Ali = 1, 2,---,6), H QiQo--- Qo 为 六 边 形 , WH: 


1 一 入 十 入 1 一 入 十 入 
DQ.Q>---Q = ITA PP SQ1Q2.…Qe = ITM PPP 


:112- 第 4 章 多边形 有 向 面积 公式 及 应 用 


证 明 ” 设 六 边 形 PQPQe Ps 顶点 的 坐标 为 P(xi,yi)(i = 1,2,-… ,6), 于 是 
Q1Q2.… Qs 顶点 的 坐标 为 Qi (imm e mer) (12,0). WES 
边 形 有 向 面积 公式 得 


A A) DQ: Q-Q 


2(1 
6 
= [cit Mrit2) (yia + Miss) — (zi+1 + Azi+3)( + Ayi+2)] 


6 
= [Ziyiti — Titi1Yi) + A(TiYi+3 — Tir3yi) + 和 (Tit2Yyitl — Ti+1Yit2) 
+ M (zit2Yyit3 — Ti+3Yi+2)] 


6 
= Y [(ziyii — ziii) — A(Tiyit1 — Tit1Yyi)+ A (iia — zia yi)] 


$= 
6 
—(1 一 入 十 XA > (ziyi4i Rs Tiii) = 2(1 一 入 十 A?) DP, Pp,...P,, 
i=1 
XAA 1— À + À2 > 0, 所 以 


2 2 
DQiQs--Qs = DDR DPPP SQiQs--Q« = DOR Shine 
ik 4.2.1 ”特别 地 , 34 A = 1, 即 Q; 是 对 角 线 P, Py» 的 中 点 时 ， 例 4.2.3 即 
为 1975 年 第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 . 
例 4.2.4(1996 年 世界 城市 国际 数学 联赛 题 ) z Qi 是 六 边 型 P, P- PS 的 
各 边 已 Pi 的 中 点 , 则 
6 
Dp, Pp,...P, = SDI (4.2.6) 


i=1 
证 明 ” 设 六 边 形 PQP.e Ps 顶点 的 坐标 为 P(xi,yi)(i = 1,2,- 6), 于 是 各 
is Aog, (te 1 1e) a 1,2,6). 根据 多 边 形 有 向 面积 
公式 得 


6 6 
4 ». DPiPiy1Qi42 = 2 lrivi — Ti+1Yi) + £i+1(Yi+2 + Yi+3) 
i—1 i= 
一 (Zi+2 + Ti+3)Yi+ı + (Zi2 + Tit3)Yi — Ti(Yit2 + Yi+3)] 
6 
= > BGivia — Zit1Yi) + (Ti+1Yi+2 — Ti+2Yi+1) 
š=1 


T (ziz1Uio3 — Li+3Yi+1) + (Li+2Yi— TiYi+2)+ (Ti+3Yi—TiYi+3)] 
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6 
Zo» (ziyixi 一 Tit1Yyi) = 6Dp Pz- ps; 


i-l 
所 以 式 (4.2.6) 成 立 . 

定理 4.2.2 ” 设 双 曲线 的 半 轴 为 a 和 b, 过 双 曲 线 上 一 点 P 作 其 二 渐 近 线 的 
平行 线 , 两 条 渐 近 线 和 二 平行 线 构成 一 平行 四 边 形 , 证 明 该 平行 四 边 形 的 面积 等 于 
两 半 轴 乘积 的 一 半 . 

WEBB ”如 图 4.2.5 所 示 . 不 妨 设 双 曲线 的 方程 为 zz/a2 — y? / = 1, A P HE 
标 为 P(asect, btant). 于 是 双 曲 线 的 渐 近 线 和 与 平行 于 渐 近 线 的 两 直线 的 方程 分 
别 为 

y—--t-z 和 y= +72 + b(tant + sect). 
求 得 渐 近 线 与 切线 的 交点 
Qi (36e! — tant), Ja sect + tant) , Q2 (ieee + tan t), P (sect T tant) j 
于 是 
SOQ: PQ; =DoQ PQ: 


1 b 

E (sect — tant) - btant — asect- 3C sect + tan?) 
1 b a 

+> a sect - s (sect + tant) — 3 (sect + tant) - btant 


1 
=b. 


图 4.2.5 ”以 两 渐 近 线 为 边 且 一 顶点 在 过 双 曲 线 上 的 平行 四 边 形 


定理 4.2.3” 设 有 两 抛物 线 Li:y = z2 F La: y= z2+b2? (b > 0). (1) YE L E 
任 取 一 点 Po(zo, zà), fE L; 的 切线 , 切 点 为 Qo, Ro, 证 明 三 角形 PoQo Ro 的 有 向 面积 
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(面积 ) 恒 为 定 值 ; (2) 在 Li 上 任 取 两 点 P.(zi,z2), P2(12,22), 使 za — 2i = h < 2b, 
ib P, Po 作 L 的 切线 , WADIA Q1, Ri; Q2,R2( 均 按 横 坐 标 相同 大 小 顺序 排列 )， 
证 明 : 对 固定 的 h, 四 边 形 QQR R> 的 有 向 面积 (面积 ) 恒 为 定 值 . 

证 明 (1) 如 图 4.2.6 所 示 . 设 切 点 的 坐标 为 (X,Y). 将 切线 的 方程 


y = 2X(z — zo) + 22 


代入 Lo 中 得 
2X(z — zo) + 22 = z? +b, 

即 

a? — 2Xz + (P + 2X xo — z0) = 0. 

图 4.2.6 ”两 平行 抛物 线 的 切 点 三 角形 
依 题 设 

A = AX? — 4(b? + 2Xzo — x) = 4[X2 — 2z0X + (z3 —b)]=0, 
解 得 
AX = Zo t b. 
故 得 切 点 的 坐标 为 
Qo(zo — b, (zo = b)2 + b2), Ro(zo 4 b, (zo + b)2 + b2). 

TÉ 


2Dp,QoRo =zo[(zo — b)? + ?] — (zo — b)zó + (zo — b)[(zo + b)? + b2] 
— (zo + b)[(zo — b)? + b2?] + (zo + b)z2 — zo[(zo + b)? + b2] 
—2bz2 — b(zo + b)? — b(zo — b)? — 2b? = 一 403， 


所 以 三 角形 PoQoRo 的 有 向 面积 (面积 ) 恒 为 定 值 . 
(2) 如 图 4.2.7 所 示 . 由 (1) 类 似 地 可 以 得 到 切 点 的 坐标 
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Qi(zi — b, (£1 — b)? + b3), Rı(zı + b, (x1 + b)? + b2); 
Qoə(z2 — b, (£2 — b)? + b2), Roa(z2 + b, (za + b)? + b°). 
于 是 
2Dq.,qQsRi n, =(zi — b)[(z2 — b)? + b?] — (z2 — b)|[(z) — b)? + b2] 
+ (za — b)[(a — b)? + b?] — (zi + b)[(zə2 — b)? + b°] 
+ (x1 + b)[(z2 + b)? + b2] — (zi + b)[(z2 — b)? + b2] 
+ (z2 + b)[(z1 — b)? + b2] — (az) — b)[(z2 + b)? + b°] 
= — 2b(z1i — b)?2b(z + b)? + 2b(zə + b)? + 2b(z — b)? 
=8b2(zə — z1) = 8b2h, 


所 以 , 对 固定 的 h, 四 边 形 QiQsR, Ro 的 有 向 面积 (面积 ) 恒 为 定 值 . 


图 4.2.7 ”两 平行 抛物 线 的 切 点 四 边 形 


定理 4.2.4 WE 4.2.8 所 示 . W: P, P». P, 设 抛物 线 内 接 ” 边 形 , 1, 是 抛物 
线 过 P, 点 的 切线 , Q, 是 L 与 Lla = 1,2, nilay = lh) 的 交点 . 证 明 : 


Sp, PP = 2SQ,Q.---Q,,- 


图 42.8 ”抛物 线 内 接 n 边 形 的 性 质 
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证 明 ”不妨 设 抛物 线 的 参数 坐标 方程 为 


a cos 0 asin 0 


L: zt = —— e LI 
P= =g " 1 — cos 0° 


切 点 的 坐标 为 


acosÜ; asinbi a b; GN 
pi aak h Y A ego. ad. 
(mE EA) (5 c 2 ) a cot 3r 1,2,---,m) 


于 是 
is (1 ssa) asin 0 j a cos 0 - (1 — cos 0) — asin 0 - sin 0 
d0 
£ 


1 — cos 0 (1 — cos 0)2 
Ys = a.cos 0 —a sin 0 - (1 — cos 0) — a cos 0 - sin 0 
rre) (1 — cos 0)? 
E: — cos 0 zs dis 
sin 0 5 


分 别 求 得 切线 1, 和 liyi 的 方程 


ĝi 0; ĝi 0; 0; 0; 
y- tna res (cot — tan 2 ) 和 y= tan Hati (cot +L uqa n tt 


两 式 联 立 求 得 交点 的 坐标 


Qi (5 (soc cot t 一 z (2 23) (¿= 1,2,---,n). 
于 是 由 多 边 形 有 向 面积 公式 得 


saa Bo 


ph 0, 0i 
2 2 Vi itl 2 Vil i 
—a 3 eet 一 一 L) cot a “二 c 79 一 1) cot 2] 


n 
0, 0, 0; 0j 
— 2 vi i41 c i41 1 十 2 
—a 5 | (so 2 cot TO 1) c EE + cot ES ) 


i—l 


n 
0; 0; 0; 0; 
=a2 5 c > cot2 12 — cot? "e cot r3 


n 
0; 0; 0i 0 
=a? >` c Li cot? X d cot? 一 > cot xx ) 
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0; 0; 0; 0; 
=a2 2 = cot "B c m — cot z) . 


于 是 
4Dp, p,...p, + 8DQiQ;--Q, = 0, 
所 以 
Sp, Po-Pa = 2SQ,Q.---Q., ` 

FE 4.2.2 34 —3 Bf, 即 为 著名 的 默 比 乌 斯 定理 . 

定理 4.2.6 ” 设 六 边 形 P. P; Ps P, Ps Ps 的 三 对 对 顶点 连 线 都 把 其 面积 分 成 两 
个 相等 的 部 分 , 求证 : Pi P, P, P, Ps Ps 的 三 对 角 线 P, Pa, P, P;, Ps Ps 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 4.2.9 所 示 . 不 妨 设 P,P;jPsP,P;Ps 是 正 向 六 边 形 且 其 顶点 坐 
标 为 P(xi,yi)(i = 1,2, 3,4,5,6), 对 角 线 P,P;s, P, Ps 的 交点 坐标 为 P(x,y), 则 由 


D^ 
Dpp,p,P,P, = Dpp,Psp P. 可 得 


(yı — ya)z + (xa — z1)y + (xiya — z41⁄1) + (DP, P, PP, — Dp, Ps Ps P, ) = 0, 


图 4.2.9 


由 于 P, P, 把 六 边 形 P. P; Ps P, Ps Ps 的 面积 分 成 两 个 相等 的 部 分 , 所 以 Dp, p, p. P. = 
Dpr,pp,p. 于 是 


(yı — ya)z + (za — z1)y + (x1ya — 2411) = 0, 
这 说 明 P 点 的 坐标 满足 对 角 线 P, P, 的 直线 方程 , 因此 P 是 三 对 角 线 PiPi, P> Ps, 
Ps Ps 的 交点 . 
4.2.3 ” 曲 边 形 有 向 面积 与 多 边 形 有 向 面积 之 间 的 关系 


定义 4.2.3 ”如 果 工 为 平面 简单 闭 曲线 , 则 称 L 所 围 成 的 图 形 为 平面 曲 边 形 
L, 并 称 L 为 平面 曲 边 形 的 边界 . 


-118- 第 4 章 多边 形 有 向 面积 公式 及 应 用 


如 果 行 人 绕 平面 边界 曲线 L 一 周 , 平面 曲 边 形 L 始终 在 行人 的 左 侧 , 则 称 平 
面 曲 边 形 工 为 正 向 的 ; 如 果 始 终 在 行人 的 右 侧 , 则 称 平面 曲 边 形 工 为 反 向 的 . 

定义 4.2.4 WX Sr 表示 平面 曲 边 形 L 的 面积 , 则 称 

Dry, — 3:52 

为 曲 边 形 工 的 有 向 面积 , 其 中 当 L 为 正 向 曲 边 形 时 取 “+” 号 ; 当 工 为 反 向 曲 边 形 
时 取 “-” 号 

定理 4.2.6 W PiP- P, 是 平面 曲 边 形 边界 L 的 一 个 内 接 n 边 形 , 且 多 边 
JÉ PP... P, MEE LAW. 记 P 尸 … 忆 ,的 最 大 边 长 为 d = max (di|di ES 
|P, P; |, Pari = PL). 车 曲 边 形 工 的 面积 Sz FE, H4 d 一 0 时 多 边 形 P P, : P, 
的 面积 的 极限 lim SP, p,...p, 存在 , 则 曲 边 形 工 的 面积 (有 向 面积 ) 

Sr = lim Sp, p,... p, (DL = lim Dp, p.p, = + b» Sp, Prepa) 

证 明 ”只 需 证 明 Dr = lim Dp, PaPa WX P, P> : : 顶点 的 坐标 为 P(x1, yi) 
(i —1,2,--.,n), id Az = max {AzilAm = zig — Ti hb Ay = max c LAyi|Ayi = 
ixi — yi), 则 当 d — 0 BF, d; = /(Az;)2 + (Ayi)? 一 0, 从 而 "yn Ay — 0. 所 
以 

lim DP.p,...p, = lim NE 一 Viyiyi) 


TL 


1 
=> lin x iid = yi) 一 (zie — vi)yi] 


1 
一 7 lim Y "(nA yix) 


A30 i—1 


1 
=; f (zdy 一 ydz) = +S; = Dr. 
2 Jr 


定理 4.2.7 ”证 明 椭 圆 L: z?/a? + y?/0? = 1 的 面积 为 nab. 
证 明 ”在 椭圆 上 取 分 点 P;(acoso;, bsino;) (i = 1,2,---,n-1 B. 0 = or < 


Q2 < :*** < nl = 20,0441 一 ai = 2n/n(i = 1 2;:5: ,n), 则 


: l. x | 
Sr, = lim Sp, Pent, = P] Jim > (a cos oj :bsin ai+l — a cos &i+1 : bsino;) 
i=1 
T— OO 


1 一 ] x. Zu 
=5%w lim nt Qit1 — Qi) = gg, P dar 


1 
——abn sin 2n = xab. 
2 n 
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本 节 首 先 给 出 多 边 形 的 边 三 角形 的 概念 , 以 及 多 边 形 的 边 三 角形 有 向 面积 的 一 
个 定 值 定理 , 并 据 此 导出 矢量 形式 的 多 边 形 有 向 面积 公式 ， 再 利用 该 公式 把 Gauss 
五 边 形 公 式 等 结论 推广 到 有 向 面积 的 情形 . 

定义 4.3.1 ALWER P. … 书 ,的 边 为 一 边 的 三 角形 称 为 该 多 边 形 的 边 三 角形 . 

一 般 地 , 过 一 点 可 以 作 多 边 形 PiP- P. 的 nn 个 边 三 角形 . 

定义 4.3.2 “各 边 相等 的 多 边 形 称 为 等 边 多 边 形 ; n — 1 条 边 相 等 的 ” 边 形 称 
为 等 腰 多 边 形 , IX n 一 1 条 相等 的 边 称 为 多 边 形 的 腰 , 不 等 的 边 称 为 多 边 形 的 底 边 . 

特别 , 235 n —3 时 , 等 边 多 边 形 和 等 腰 多 边 形 就 是 等 边 三 角形 和 等 腰 三 角形 的 情形 . 
4.3.1 边 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 


定理 4.3.1 R P X nÉ PP Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 , MI 


> DPP, Pa = Dp, poop, (E). (4.3.1) 
$=1 
WEBB ”如 图 4.3.1 所 示 . W n XUÉ PP- P,, 的 顶点 的 坐标 为 P(x yi) (i = 
1,2,… n), P 点 的 坐标 为 P(xz,y), 则 


Lu 1 TL 
2. DPP: Pian =5 23 [((zyi — Liy) + (xiyia 一 Tit1Yyi) + (Tit1y — TYi+1)] 
i—1l í—1 
1 TL 
73 M TYi — ziy) 十 了 z Demn- Tit1Yi) 一 2 » m — Viyiy) 
¿= 


=> ly; (TiyYi+ı 一 Tit1Yi) = DP, Po-Pa- 
i—1 


431. 一 点 与 多 边 形 各 边 所 构成 的 三 角形 
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推论 4.3.1. W P, P>. P, ASA IUE, 则 平面 上 任意 一 点 P 到 各 边 已 已， 
P,Ps,::: , PnP 的 有 向 距离 之 和 恒 为 定 值 . 
WEB] ÆA (4.3.1) "P dp, p, = dp,p, =- = dp, P, = a, Dll 


Y DP PP = 2D», p,...p, /a, 
i=1 
上 式 右边 的 值 与 任意 点 P ER, 故 为 定 值 . 
推论 4.3.2 ”证 明 等 腰 多 边 形 PP… P, 底 边 所 在 直线 上 任意 一 点 P SUR 
的 有 向 距离 之 和 恒 为 定 值 . 
证 明 不 妨 设 dm = dp,p, 二 … = dp,_,p, = 0, P 是 PP 所 在 直线 上 任意 
一 点 , 由 式 (4.3.1) 或 推论 4.3.1 得 


n—1 


> Dp-_PPi4 = 2Dp p.p, /a ETÀ). 
i=l 
推论 4.3.3 WE PPP 为 正 向 ( 反 向 ) 正三 边 形 , 证 明 平 面 上 任意 一 点 P 到 
各 边 的 有 向 距离 之 和 恒 等 于 等 边 三 角形 的 高 h( 高 的 负 值 —h). 
证 明 ”在 推论 4.3.1 中 注意 到 n = 3, Dp, p,p, = ah/2 (Dp,p,p, = —ah/2) 即 
得 . 
推论 4.3.4 ”证 明正 向 (反问 ) 等 腰 三 角形 PPP 底 边 上 任意 一 点 P 到 两 腰 
的 有 向 距离 之 和 恒 等 于 等 腰 三 角形 腰 上 的 高 h( 高 的 负 值 —h). 
证 明 ”在 推论 4.3.2 中 注意 到 n = 3, Dp,p,p, = ah/2 (Dp,p,p, = —ah/2) 
即 得 . 
4.3.2 ”矢量 形式 的 多 边 形 有 向 面积 公式 及 应 用 


定理 4.3.2 Wb P, 表示 点 P, 的 位 置 矢量 OP, Ay = Pi x Piri (P,,i = P), 
则 多 边 形 忆 已 .…P 的 有 辣 面 积 


We aya pA x Haus PA (4.3.2) 

证 明 ”在 定理 43.1 中 令 任 意 点 P 为 坐标 原点 O 即 得 . 

注 4.3.1 这 里 所 指 的 有 向 面积 是 有 向 面积 矢量 , 这 与 非 矢量 形式 的 有 向 面积 
是 不 同 的 . 当然 , 这 两 者 之 间 并 没有 实质 上 的 不 同 , 只 不 过 是 表达 形式 上 的 不 同 而 
已 . 因此 , 我 们 总 是 把 它们 视 为 同一 的 , 并 用 相同 的 符号 表示 . 

定理 4.3.3” 设 P, P; Ps P, Ps 是 平面 五 边 形 , MA P, 为 一 个 顶点 的 六 个 三 角 
形 的 有 向 面积 满足 如 下 公开 


Dp, P, P, D p, P, Ps + DP P,Ps DP, PaP, — DP, P, P. DP, Ps P, = O. (A.3.3) 
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证 明 ”如 图 4.3.2 所 示 . 利用 有 向 面积 公式 将 式 (4.3.2) 左 端 展开 , 并 抵消 符号 
相反 的 项 , 得 


4( DP, p, P, D P, P, Ps + D p, p, Ps DP, Ps Pa — D p, P, P. D P. Pa Ps ) 
—(412 + 423 + A31) : (414 + 445 + 451) 
+ (Ai2 + 425 + As1): (Ais + A34 + 441) 
+ (421 A14 + 442) : (A13 + A35 + Asi) 
—412 : A45 + A23 : A14 + A23: 445 + A23 . A51 + 431 . 445 
+ A12 : A34 + A25 : A13 + A25 : A34 + A25 : Aa 十 451. A34 + A12 : A35 
+ A24 : Ais + A24 : A35 + A24 : A51 + Aa: A35- 


P, 


P; P; 


P 
Pi 


图 4.3.2 五 边 形 PL P,Ps PAP 中 以 Pi 为 顶点 的 三 角形 
d P, P, Pa PA Ps 顶点 的 坐标 为 Pi(zi,yi)(i = 1,2,… ,5), Bl 


入 12 * M45 = T1Y2L4Y5 一 T1Y2L5Y4 一 L2Y1T4Y5 + T2Y1T5Y4) 


—Z112T7415, —T5Y1L2Y4 € A42: As1;  r5y2Tiya.T4yi1T2Us € A25: 441; 


一 Z1V27445, —t5yiX2g4 € A42 - 451; L5Y2L1Y4, L4Y1T2Y5 € A25: Aa. 


因此 Aia . 445 被 完全 抵消 . 

类 似 地 可 以 证 明 其 余 各 项 A55 - Aia, 423 . Aas, , 44 7 Asi 均 被 完全 抵消 . 
此 式 (4.3.3) 成 立 . 

推论 4.3.5(Monge XX)!!! W P,P;PsP,P; 是 平面 凸 五 边 形 , 则 以 P, 为 一 
个 顶点 的 六 个 三 角形 的 面积 满足 如 下 公式 


Sp P, Pa Š P, P. Ps + Sp, P, Ps ŠP, P. P. x Sp, p, P, p, Ps Ps (4.3.4) 
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证 明 — TA P, P; Ps PA Ps 是 正 向 五 边 形 , 则 P, P, Ps, P, PA Ps, P, P. Ps, P, Ps P, 
P, PoPa, Pi Pa Ps 均 为 正 向 三 角形 , 于 是 式 (4.3.3) 中 各 三 角形 的 有 向 面积 等 于 它 自 
身 的 面积 . 从 而 式 (4.3.4) 成 立 . 


5 
定理 4.3.4 设 P. Pa Ps P. Ps 是 平面 五 边 形 ， C1 = Y Dp 1P: Pai» C2 = 5 
¿=1 i—1 


Dp, , p; P Dp; P; Paa Pi E Pp Fa -— P5, 则 
DP p, P, P, Ps — @1D p, PaPa Pa Ps + C2 = 0. (4.3.5) 


证 明 将 Dp, PP, = Dp, P2 Ps Pa Ps — D p, p, Pa — D p, Ps P, » D p, P, P, = D p, P, Ps Pa Ps — 
DP, PaPa — Dp, Ps Pi, D P. Ps Ps = DP, P, Pa P, Ps — D p, P, Ps — D p, P, Ps 代入 式 (4.3.3), 化 
简 即 得 式 (4.3.5). 


5 
推论 4.3.6 设 P. P> Ps P4 Ps 是 平面 五 边 形 ， Ci = Y Dp,_,.P.P. I P... Co z; 


i—1 
5 


Y Dp 1P; Pip Pipa DP; Pija PipaPipa (Poti = P; Po = Ps), pu 


i—1 
D>, p, P. P, Ps xS CiDp, P, Ps PA Ps 23 C2 = 0. (4.3.6) 


WERA 因为 Dp; __y Pi P;y+ = D P, P, Ps P4 Ps "SE Dp, i Por Pisa Pis 所 以 


5 5 
Gí = >, DP, -Pi Piri x 2. (DP, P; Ps P. Ps "= Dp,,iPira Piya P:i) 


i—1 i—l 
5 


=5DPp, P, Ps P4 Ps zm 5 Dp,_,P, Piri Pais = 5D P, P Ps P. Ps =G; 
4=1 


5 


C2 — 5 (DP, P; Ps P, Ps Fai Dp, Pipa PaPa) Dp, P2 P3P4P5 — Dp sP, us Bapa P.) 
i=1 


ET 
=5Dp, p, p, p, p, — 2O1DPp, P, Pa P Ps + Ca. 


将 两 式 代 入 式 (4.3.5), 化 简 即 得 式 (4.3.6). 
推论 4.3.7(Gauss HAWAR) H! 设 P, P,PsPI,P;s 是 平面 凸 五 边 形 ,，ci = 
5 


SP 1P; Pipi» C2 = 9 Bp, Pipua SP, P.+1 Pipas 则 


i—1 i—1l 
2 一 一 
SP, P; Ps P4 P; =* cl9P P, Ps P, Ps + co = 0. 


证 明 ”不 妨 设 P, P, Ps PA Ps 是 正 向 五 边 形 , 则 定理 4.3.4 中 所 有 的 有 向 面积 均 
等 于 它 自 身 的 面积 , 故 由 定理 4.3.4 即 得 推论 4.3.7. 
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推论 433.8 ” 设 凸 五 边 形 P,P,P,Í PIP, 顶点 三 角形 的 面积 均等 于 s BU 
P, P; Ps PA Ps 的 面积 
5+ V5 

2 

证 明 ”由 推论 4.3.7 得 S2 p ppp, — 558p PPP. Ps 十 S? = 0, 从 而 推论 4.3.8 
结论 成 立 . 

特别 地 , 当 P, PoP P, P; 正 五 边 形 时 , 即 得 Sp pp. p.p, = 4 V25 + 10 5a, 其 
"Pad P, P, P. Pi Ps 正 五 边 形 的 边 长 . 

注 4.3.2 “利用 推论 4.3.6, 也 可 以 得 到 类 似 于 推论 4.3.7 和 推论 4.3.8 的 结论 . 


SPP, Px Pa Pa Ps = S. 
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因为 直线 段 的 面积 恒 等 于 零 , 所 以 其 上 任意 点 构成 的 构成 的 图 形 (多 边 形 的 特 
殊 情 形 ) 为 零 . 因此 , 利用 多 边 形 有 向 面积 公式 可 以 讨论 三 个 或 三 个 以 上 的 点 的 共 
线性 . 

本 节 先 介绍 平面 上 n(n > 3) 个 点 共 线 的 充 要 条 件 ; 再 通过 得 出 一 些 问题 中 多 
边 形 有 向 面积 之 间 的 关系 式 , 并 根据 多 点 共 线 的 充 要 条 件 证 明 一 些 数 学 竞赛 题 等 的 
结论 . 
4.4.1 平面 上 多 点 共 线 的 充 要 条 件 


定理 4.4.1 三 点 P,P, Ps 共 线 的 充分 必要 条 件 是 Dp, p, p, = 0. 

证 明 ”必要 性 . 若 P,P Ps 共 线 , 显然 Sp pp, = 0, 从 而 Dp, p p = 0. 

充分 性 . 用 反 证 法 . W Dp pp, = 0. € P, P5, Ps 不 共 线 , 于 是 Sp,p,p, Z 0, 
所 以 Dp, P; Ps r 0, 这 与 已 知 条 件 Dp, pp, = 0 矛盾 . 

定理 4.4.» “平面 上 mn” 个 点 P, Pa, Pa (n 2 3) 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
DP, PiP =O= 1, 2,… ,n — 2) 或 对 固定 的 à, j, Dpp p, = 0 (k Z i, j). 

证 明 ”必要 性 . 若 Pi, PSP, 共 线 , 显然 对 任意 的 i= 1 2, …, n 一 2, 都 
有 Spp p. = 0, 从 而 DP, Piipa = 0( 或 对 固定 的 i, j, 都 有 Dpp p, = 0 (k Z 
i, j)). 

充分 性 . 若 对 任意 的 i= 1, 2, …, n — 2, 都 有 Dp p, p, = 0( 或 对 固定 的 
i, j, 都 有 Dpp p, = 0 (k Z i, j)), W Pi, P», Ps; P», Ps, Pa; ; Paco, P,_1, P,, (Bë 
HHEH k £i, j, Pi, Pj, P.) 均 三 点 共 线 , 从 而 Pi, Pos , P, (n > 3) 共 线 . 

注 4.4.1 ”对 平面 上 任意 的 n 点 Pi, Po, Pa, 有 Dp pp, = 0, 并 不 能 得 
出 Pi, P2,- , Pa 共 线 . 

如 图 4.4.1 所 示 . 四 点 的 坐标 为 A(—1,1), B(1,1), C(—1,1), D(1, —1), 易 得 
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Dapcp = (—-1):-1—1:1+1-1—1:(—1)+(—1):(—1)—1:1+1:1—(-—1):(—1) = 0, 
但 显然 4, B,C, D 四 点 不 共 线 . 


图 4.4.1 边 自 交 的 四 边 形 有 向 面积 为 零 但 其 四 个 顶点 不 共 线 


4.4.2 ”平面 上 多 点 共 线 充 要 条 件 的 应 用 


定理 4.4.3 X AD, BE,CF 分 别 为 三 角形 ABC 三 边 上 的 高 , 垂 足 分 别 为 
D,E,F. B D 分 别 作 AB, BE,CF,CA WER, ESIA K.L. M,N. 求证 
K,L, M, N 四 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 4.4.2 所 示 . 取 D 点 为 坐标 原点 , DC, DA 分 别 为 zy 轴 , 三 角形 
顶点 的 坐标 分 别 为 A(0, a), B(b,0),C(c,0). 于 是 分 别 求 得 AC, DN, CF, DM 的 方程 
为 


Ziti (4.4.1) 

C a 

y= x (4.4.2) 
ge A. 

Ty 

+Z =1 4.4.3 

RIT (4.4.3) 
b 

u= 2+c (4.4.4) 


联 立 式 (4.4.1) 和 (4.4.2). 5X (4.4.3) 和 (4.4.4) 分 别 求 得 AC 和 DN. CF 和 DM 


交点 的 坐标 
N a?c ac? M b2c abc 
a? + c2! a2 十 c2 ? a? + b2’ a2 + c2 ° 


类 似 地 可 以 求 得 AB 和 DK, BE 和 DL 交点 的 坐标 


m a2b ab2 í be? abc 
tr): io grd) 
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于 是 


a? + e? 


ju 
DNKM =——— s ab ab? a?+b |=0, 


2(a2 + b2)2(a2 + c2) 
bce —abc a? +b? 


i a2c ac ah +c 
D Ce —  — — 2 2 2 2 —0 
win yp | 96 wr |=9, 
bc 一 abc a?4c 


从 而 K, M, N IK, L, N 均 三 点 共 线 , 所 以 K, L, M, N 四 点 共 线 . 
定理 4.4.4( 第 17 届 俄 数学 奥林匹克 题 的 推广 ) ”在 四 边 形 P PPP, 对 角 
线 P, Ps, P> PA 上 分 别 取 两 点 M,N; S,T, 使 PM = N Ps = E Pi Pa; PS = TP = 


lp. 则 P, P}, Ps Ps, MT, SN 的 中 点 PQ,U,V 四 点 共 线 . 
证 明 ”如 图 4443 所 示 . 设 四 边 形 P.,P,)P,yP,i 顶点 的 坐标 为 Pi(zxi,yi)(i 
1,2,3,4), 于 是 P,Q: M, N; S, T 的 坐标 依次 为 


P (= T yi 3) (S25 Zr u (38 tes 3n e), 


, 


2 2 2 > 9 4 4 
N [z + 373 yic3ys V. Sg 372 + Za 3⁄2 十 y4 T [22 t 324 n * 39 
4 ; 4 : 4 š 4 i 4 4 ` 


因此 U,V 的 坐标 为 


u (8& 二 za 十 za 十 3z4 3yi a) 
8 ; 8 ; 


(° + 3z> + 323 + £4 Yı — rnt) 
V 8 px co M 
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故 
1 Tı + T4 yi + 1⁄4 2 
Drug = gi 37T1 十 T2 十 T3 十 374 3yı + y2 j ya T 384 8 
T2 + T3 Y2 + Y3 2 


Z1 十 Z4 yty 2 
64 Z2--33 ya +yz 2 |=0, 
Z2 十 Z3 Y2 +yz 2 


因此 P,Q,U 三 点 共 线 . 

同 理 可 证 P,Q,V 三 点 共 线 . 从 而 P,Q,U,V 四 点 共 线 . 

jk 4.4.2 4 PPPRP, 为 凸 四 边 形 时 ， 即 得 P Pi, PoP 中 点 的 连 线 通过 
MN,ST 的 中 点 , 这 就 是 第 17 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 的 结论 . 

定理 4.4.5 W PPRPP, 为 四 边 形 , 点 M, N 分 别 为 P, Ps, P, P, 的 分 点 , H 
P, M/M P; = PsN/NP, = A, IIJ 

(1 十 A)? DP MN = — Dp, pp, — ADp,p,p, + MDp,p,p,- (4.4.5) 
证 明 ”如 图 44.4 所 示 . 设 四 边 形 P,PPYP. 顶点 的 坐标 为 Pi(zwi,yi)(i = 
- Zí + Az3 yi + Aya £3 + ÀT4 

123.4), 于 是 点 M.N MARAA u [2 n )«( D 


1 十 入 
20 + A Deu =(1 + X) [rogi + Ma) — (zi 十 Xza)ya] 
+ [(zi + Az3)(#3 + Aya) — (za + Ava) 1 + Xy3)] 
+ (1 + À)[(z3 + Az4)y2 — z2(ys + Xy4a)] 


= — [(2192 — z2y1) + (z243 一 Z3y2) + (zay1 — 2193)] 
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十 和 (zlya — z2y1) 十 (za2y4 — zay2) + (Z491 — 2194)] 
+ A! [(zoya — 2392) + (xaya — zaya) + (zat/2 — x2ya)] 
= - 2Dp,p,p, — 2ÀDp, p; p, 22 Dp, PaPa» 


从 而 式 (4.4.5) 成 立 . 


图 4.4.4 


推论 4.4.1 8 PPPRP, 为 四 边 形 , 点 M,N 分别 为 PiP, Ps P, 的 分 点 , H. 
P.M/AMB, = PNJNP, =) Dp rm Danni Dian = 1 $: 4, W Po, M.N 
共 线 的 充分 必要 条 件 是 入 =1 或 入 = 一 1/4. 

证 明 将 Dp,psPp, : Dp, p.p. : Dp,p p, 二 1:3:4 代 入 式 (4.4.5) 得 


Qc A Dun = Dp.PsPs(—1— 3À + 22), 
注意 到 Dp, p, p, Z 0, 得 
P, M,N 共 线 © Dp,uN €& —1 — 3 +? = 0 @ À = 1 或 入 = -1/4. 


推论 4.4.2(1983 年 中 国 数学 联赛 试题 的 推广 ) ”在 PPRPP, 为 四 边 形 , 点 
M,N 分 别 在 线段 P, Ps, PP E, B. PM/MPs = P N/N P. # Sp, p,P, : SP, P,P. : 
Sp,p,p, = 1:3:4, IIJ Po, M, N 共 线 的 充分 必要 条 件 是 M, N 分 别 为 P. Ps, Ps P, 的 
中 点 . 

证 明 ”在 推论 4.4.1 的 证 明 中 注意 到 三 角形 P. P, Ps, P, P. P,, P; Ps PA 为 同 向 
三 角形 且 入 > 0 即 得 . 

注 4.4.3 ”推论 4.4.2 的 必要 条 件 即 为 1983 年 中 国 数学 联赛 试题. 

定理 4.4.6 Wt P, P, Ps PAP; Ps 是 正六 边 形 , 点 M, N 分 别 是 其 对 角 线 P. Ps, 
Ps P; 所 在 直线 的 分 点 , HIE P, M/M P, = PsN/NP; = A, 证明: P, M, 三 点 共 线 
的 充分 必要 条 件 是 入 = 1/2 士 V3/2. 
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WEBB ”如 图 4.4.5 所 示 . 不 妨 设 正六 边 形 P, P, Ps PA Ps Ps 顶点 的 坐标 为 
P (Reos in. maa Ë = s (k= 0,1,2,3,4,5), 
于 是 两 对 角 线 分 点 的 坐标 分 别 为 


c s) C5 ex. 


(La A) 30 4-3) 2" 304-X) 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 
8(1+ A? Dp,uN 
—V3R?[(1 + AA — (14- (2 — A) + (2  A)(1 — À) 
T AQ 423) - (12-3? - (14- A)(1 - 2)] 
=2(2A2 — 2A — 1), 


故 P,, M,N 三 点 共 线 e DpuN = 0 @ 22 — 2 — 1= 0 $ À = 1/2 + V3/2. 


图 4.4.5 


推论 4.4.3( 第 23 届 国 际 数 学 奥林匹克 题 ) e P, P, Ps PA Ps Ps 是 正六 边 形 , 点 
M,N 分 别 是 其 对 角 线 P, Ps, P, Ps 的 分 点 , Hf P, M/P,P, = PN/PsP; = r. 若 
已 ,AM N 三 点 共 线 , W r = 1/V3. 

证 明 ”由 定理 4.4.5 可 得 P,M/P,Ps = (A + 1)/A, 又 由 推论 4.4.3 条 件 可 知 
入 = 1/24 V3/2, FÆ r = A/(A + 1) = (1/2 + V3/2)/(3/2+ V3/2) = 1/ V3. 

定理 4.4.7 W A,P, R; B,Q,S 分 别 是 射线 AX, BY 上 的 点 , H AP/PR = 
BQ/BS = À. E M,N,T 分 别 是 AB, PQ, RS 的 分 点 且 AM/MB = kı, PN/NQ = 
k2, RS/ST = ks, 则 
" [A(k3 — k2) + (ki — k2))DAns + Ak(ka — ko) Dans + (ki — ko)ksDAsp 


DyuNT (1 4- A)(1 + k1) (1 + k2) (1 + ka) 


(4.4.6) 
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证 明 以 4 为 坐标 原点 、4X 为 横 轴 建 立 坐 标 系 , W A, R; B,S 的 坐标 为 
A(0, 0), R(a,0); B(b, c), S(d, e). 于 是 求 得 其 余 各 点 的 坐标 


àa b+ Ad c+ Ae kib kic 
== sd S NE, TT L 2 2; nc 
P (5.0), e( EE, (ie) 


àa + kəb + k2àd kzc+ ko9Ae ) (E kac ) 
(1+ A)(1 4- kg) ' (123- A)(1 + k2) / ' 1 十 Ka 1+ks/ 


于 是 


2(1 + A)(1 + ki)(1 + k2)(1 + k3)DmNT 
kıb kic 1+ ki 
=| a+ kb+ koAd kz2c+ ke (1+A)(l+k2) 
a + kad kac 1+ k3 
=kikəÀbe + k3Aae + kokabe + ki k3Aae + kiac + kykoAac + kikadc + ki k3Adc 
— kəac — koAae — kikoAae — kokadc — kikoAdc — kikaÀAac — kikabe — kı kzAbe 
—(ka — k3)A[ae + kı (ae — be + cd — ac)] + (kı — kz)[ac + ka(cd — be)] 
—(ka — k2)A[ae + kı (ae — be + ed — ac)] + (ki — k2)[ac + ka(cd — be)] 
=2(ks — ka)A(Dans + kiDnsp) + 2(ki — kz)(DAns + kasDasn) 
=2[A(ks — k2) + (kı — ko)]DAns + 22k1(ka — ka) Dpns + 2(k1 — ka)kaDAsn, 


因此 式 (4.4.6) 成 立 . 

推论 4.4.4(1989 年 国家 数学 奥林匹克 竞赛 集训 题 ) i A, P, R; B,Q, S 分 别 
是 射线 AX, BY 上 的 点 , 且 4P/BQ = PR/BS = u. # M, N,T 分别 是 AB, PQ, RS 
的 分 点 , B. AM/MB = PN/NQ = RS/ST = k, 则 三 点 M, N, T 3k£k. 

证 明 ”如 图 4.4.6 所 示 . 由 AP/BQ = PR/BS = p 知 , 存在 入 使 AP/PR = 
BQ/BS = à. TÆER (4.4.6) PS ki = ko = ks = 大 得 Dxwvr = 0, WZA 
M,N,T 共 线 . 


图 4.4.6 
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45 关于 三 角 循 环 式 的 两 个 定理 及 其 应 用 


本 节 进 一 步 讨 论 有 向 面积 公式 中 的 应 用 . 首先, 给 出 三 角 循 环 式 的 两 个 定理 ; 
其 次 , 根据 这 两 个 定理 和 多 边 形 有 向 面积 公式 给 出 著名 的 Lemoine 线 定 理 和 Pascal 
定理 的 证 明 , 并 把 Lemoine 线 定理 推广 到 二 次 曲线 内 接 三 角形 的 情形 . 透 过 这 些 定 
理 的 证 明 , 我 们 不 仅 可 以 发 现 这 几 个 三 角 循 环 式 特有 的 优美 对 称 性 , 而 且 可 以 揭示 
Lemoine 线 定 理 和 Pascal 定理 的 深刻 背景 . 


4.5.1 三 角 循 环 式 定理 


定理 45.1 Bm0) = sin 256 Pia oog fera fia Z sin linr t fipa 
0; — 6; — MD fi; — B, iia 
cos — + sin E Re + sin(0;,1 一 6) cos — a cos CY os — i, 
则 
3 3 
. Bi + Oit1 + 20; to . Oi + 8i 
1 mi(0) = 0, V sin E. a (9) = 0; 
JA sa 3 Ti(0) d dn 2 zá (0) = 0 
3 
(2) > (sn Bus T ege dde Muet ft) ate) ed 
证 明 ”因为 
_1 . 30 十 2042 一 0 1 . 30+0r 1 . 3044-60 
天 一 可用 
š 98.5 — 0; ĝi — 8; 
iun e P 9i Lad 44 — Oi 
20it1 — 0, — 6; . 20i i42 — 36i i42 一 Oi 
+3 (sn dd : Qi+2 L n "irit Rus 2^) cos 0,12 zu 
T 30; + 201,5 — 0141 lan 30; + irl NES 30; ,1 + 0; 
B^ 2 2 2 2 2 
1l. 30j1--20152—0; 5 . 011—0; 1 . 2041-—0;— 20i 
E quin S qun. 
20, TES 1 id — 30, 
um Aaa t hii D y en ien 30 m 
所 以 
0; + 0; 20; 
(1) ya A t ie - s (0) 
i—1l 


1 1 
b» Ë cos(0; = 0,41) = i cos 2(0; + 0i42) + 4 cos(0; 一 0i42) 


i1 


il! 1 1 
= 4 cos(20; EE i1 + 0i42) = 4 cos(0; 1 = 0;42) + 4 cos(20; 1 + 0; + 0; 2) 
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1 
= cos(0;41 — 0; 


1 
— 3 cos(0, + 0142) + z E 一 


1 
0, = 20; 2) ees 8 cos 20i41 Dx 8 
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1 5 
0,) + 本 os 2(0;,1i 十 04+2) + FPI cos(Oi+H1 + 01.2) 


cos 20; 


1 1 
一 二 cos(20; | » 二 Qi+1 一 0; i) T TON — 20; 一 0;42) — 8 cos(20; 十 Oi+2 一 &)| 


=l. 
: Fa 
同 理 可 证 yin tl angl = 0. 
q=1 
(2) 类 似 地 可 以 证 明 . 
定理 4.5.2 设 0;(9) = sin 0it3— 


bits 一 044 


bizi — 0i — 0;,2 — 0, 
š cos = ttl 


Oi+5 + Oia — 0, 1 — 0, 


Ois 
TŠ cos + 


0; 2 + biri — ipa — Oixa biji — 0i . 
in CB cos 2 cos 2 十 Sin 2 
a= Ña m= Q= ñas _ Teti Gah 
cog P2 — P ñ P ig PE ita oog cos itt fe g, g= 
6i, 则 
3 
nô F Stis bi+3 — 0i+2 0.3 ; Qit3+ Oit2 _ 0i — 0its 
ps gcc Yes sin nu^ 
ci(0); 
3 
. 0i + 0i+5 — 0i+3 — iso 
2 LA. MEL MEL. UNT RI] 
( hn oi(0) 
WERA — (1) 


3 


3 
Oiya — Oita . 
H ETÀ sin 


y + Ors cos Saf HR, ci(0) 


0i.3 一 


—— "— _ —" 
i+ 608 i+ Š ong i42 itl 


c2 6, tts cos 7 


3 

0i43 一 

+= L 

3 _ prp 

+ >` sin — +5 cos 

um 2 2 

0i41 — 0i Oi+5 — ira 
2 cos 2 


“ COS 


3 
i P Oits o bs 一 ga ， 
A sili 


4 0; T Oi+5 
= 2 sin AER ss cos 2 
i—l1l 
Qit2 一 Oii m Oiya — Oita 


: COS 2 2 


0; + 0; 0; 
+ Y sin epu x E sin 


i.a — lija . 
i 11? sin 


2 2 2 


es Au a. aA 
f : 14-2 COS i+5 : +4 — “十 4 ?十 3 
Qit2 + i41 — 0iy4 — Biss 
2 


bi+5 + bita — 0iy1 — Oi 
2 
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3 
以 计 3 以 ; T zie; 0i+3 + 0; 2 iub i mias "T i e tog Oi+4 ; Qit3 P 0i. ° ita 


i=1 


COS 


8 
0; 0. 0; — 0, . 03 一 0 bi+2 — 0j 01.1 — 0; 
J x: sin 4:3 : = ; 计 5 sin 3 ; it5 cos = 二 


1 一 1 


3 
0; i 0; —Üiis . 0j 0; 4 — 01,1 — 0; 
+Y sin 1 1 Spa — T iin 计 5 + = i+1 
i=1 
0,+4 — i+3 Qit2 一 0i+1 
2 cos 7 


3 
0, 0, 0; — 0; 0, i41 — 0; 4 — Oi 
+Y sin c 计 2 cos Ë E T" i+2 + (;+1 ; i+4 i+3 


* COS 


i—1 


s Qits 一 0i+4 - 0i,1 — Oi 


2 2 
3 
E cha M in S 
= 2 2 
(2) 类 似 地 可 以 证 明 . 


4.5.2 三角 循 环 定 理 的 应 用 


定理 4.5.3 X P, P; Ps 是 二 次 曲线 内 接 三 角形 , 过 三 角形 的 顶点 P, 作 二 次 
曲线 的 切线 PQi(i = 1,2,3). 证 明 : P;Q; 与 P; 点 的 对 边 Pii Pio. 所 在 直线 的 交 
点 Q1, Qo, Qs 共 线 . 

WEBB ”如 图 4.5.1 所 示 . 不 妨 设 二 次 曲线 的 极 坐标 方程 为 


p = (e 2 0,a > 0), 


7 1 一 ecosb 


4.5.1 二 次 曲线 外 切 三 角形 的 性 质 
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P, P> Ps 顶点 的 坐标 为 


P. ( a cos 0; a sin 0; 


— ,,— U 1621,2,3;03,; = 01). 
1 — e cos 0, ag) 6 i 


二 次 曲线 的 参数 方程 
| acos0 |. asin6 
T7 1-eco8! YY 1-ecos0 
所 以 
4 a sin 0 cos (1 — e cos 0) — sin 0 : e sin 0 
_ dð N1—ecos0 J — (1 — e cos 0)2 | e — cos 0 
yz 一 4 a cos 0 ^ —sinO(l—ecos0)— cosÜ-esinÜ — sin 
dð N1— ecos 0 (1 — e cos 0)2 
于 是 直线 PQ: 的 斜率 
k ` €-— cos 0; 
PQ:  sin0, 
求 得 PQ: 的 直线 方程 
(cos 0, — e)z + sin biy = a, (4.5.1) 


将 Piri, Pipo 的 坐标 代入 Pia Pao 的 直角 坐标 方程 
(Yi+2 — Vix1)t + (Zi+1 — Ti+2)Y = Ti+1Yi+2 一 Tit2Yit1 
并 化 简 得 
[(sin 0; 2 — sin i41) + esin(0; 1 — 0; +2)|z + (cos 0; — cos 0; 2) = asin(0;,2 — 0;,1), 


所 以 


š 0, i — 0, i ; ; U$ 
cos Bita T izi _ e cos Git2 — Bini T — sin Oitz + ini y = a cos bita — bii 
2 2 2 2 
(4.5.2) 
(4.5.1) ARI (4.5.2) 两 式 联 立 , 求 得 
cos 0; — e sin 0; 
Ai = - 0; 2 2 iii ekos Üiio = i1 gin 0i42 + 0;+1 
=e (sn Git2+ Wt : fii + cos Git2 — iyı — ist sin a) — sin Bua + Bea + 20, 2 An 25 


—e sin 


0; 2 les $ š (m 0i+2 一 + 20; wot 20; + eel 一 223 
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m Qit2 + it + 26; 


uj , 
a — sin 0; 
Aix = me OH2 一 OH _ dn Qit2 + Oit+1 
2 
Ew l.c ux. - 
2 2 
cos 0; — e a 
Aiy = ud 0201 _ — 0i42 一 0;+1 " 0143 — Qitr1 


2 
zs c prom —— sas de ten) f 


所 以 P;Qi 与 Pii P, 2 交点 Qi (vi, yi) (i = 1,2,3) 的 坐标 


Ti ES = = (sn Hes fen 4 cos t2 — iri sin; ) ' 
ü ES _ i (cos 0i 2 - bi+1 A7 DEE Qit2 im) 
由 三 角形 有 向 面积 公式 得 
2DQ.Q.Qs 


0; 0; 0; 一 0 
= (sn — + cos sin si) 


i— 0, 0, + 0, 
. c S cos 0; 1 — cos thes) 


3 
EE — — à 
= >` < [ë M 一 EHE engcthi. ENT 5 itl cos 6; 


0; — 0; 0, 0; 3 
— cos cos m sin Bet ) 


"ME E E 
4H (eos Pert TIH oo SEH sing — sin 


+ (sn Bita + biyi 3 bi+1 COS Gt Oita tt — cos Oita + biyi 了 bi+1 sin i t Oita We) 


0ix2 + 0i+1 "s 0 m 


cos 0i, ') 
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0, — 0, US TM 
+ iz oos et t sin 0; 1 cos 6; 


42 — 6 TI | 
— cos fna -fen cos fina cos Qi+1 sin 可 


i i + 0, Qitr2 — 0i 
-— - iz 


; — 0, 0, Git2 . 
aL -— t du 6) 


3 
a? 


== y Ai+2 : oi (0), 
AiA2A3 — 


; ; i3 — Ui ¿ D 0, — 0, 
iP Ann = afan O OHE Q as Sua ui Pas pea Q es _ 
2 2 P 2 
. Bi + Oits — Oits — Oii 
ROMÁN. oc 
由 定理 4.5.1 易 知 


2 3 
a 
=—— > Auaci(0) = 0, 
DqiQiQs A123 =i +20i(0) 0 


所 以 Q1, Qo, Qs 共 线 . 
定理 4.5.4(Pascal 定理 ) i P, P». Ps 是 二 次 曲线 内 接 简单 六 点 形 . 证 明 它 
的 三 对 对 边 PiP 与 PPs, P, Ps 与 PsPs, Ps P, 与 PSP, 的 交点 Qi, Qo, Qs 共 线 . 
证 明 ”如 图 4.5.2 所 示 . 不 妨 设 二 次 曲线 的 极 坐 标 方程 为 


a 


p (e > 0,a > 0), 


"d — e cos 0 


P, Po- Po 顶点 的 坐标 为 


a cos 6; a sin 0; . 
PIq— —-EUI EE = 1,2,... ,6;054; = 0;). 
(mA ) (i AST] , 0; 6+i ;) 


在 式 (4.5.2) 中 分 别 将 i 一 1 和 i 十 2 A d, KE P;P; 和 P, sP, I 的 方程 


0; 0, 0.4 — 0, 0, 0, 0.4 — 0i 
qup ELITS. gg HL PET oap I T qa PL nam 
2 2 2 
c Oita + Oita i a e cos Ora — Pisa z 22 z — sin Biya + Oita š Pia = a cos ñita — Oits š fits f 


(4.5.4) 
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4.5.2 Pascal 定理 


sÑ (4.5.3) 5j (4.5.4) 联 立 , 求 得 


N Gitit+ Oi _ m 8i1 — 0i odii 0i1 + 0, 
Ac os 0;+4 t 0s _ me Git4—0it3s _ sta Oiza + 0143 
lbs ael c ET Had 
=el sin i+4 T 14-3 cos i+1 i _ sin i41 + 6i cos i+4 i+3 
2 2 2 
cn bi+4 + 0i43 — 0i+1 — 9i 
2 
n iin 0; 1 — 0i adis 0i.1 + 0i 
iX = 2, d 
acos Qa ts _ sin Oita + Oita š Pics 
! : TRU 0... — 0. À ; 
=a | sin Pivi + 0, sin Bira — bira _ cos —*! “sin Bita + Oits 
2 2 2 2 
ET ka =Ë la 
cos ELT. ecos PEEL nung ELA 
A;y = 
a + Ñ Ba — 6; bia — É 
- Qit4t+ Oit3 _ ecos Dia — Ot3 ous P4 bi+3 
2 2 2 
OET E EN AE E EET | 
=a c — t pos kE — Meke 7 it3 _ cos s = OB o et. 3 =) 


所 以 P;Pji 与 Pia Pipa 交点 Qi(z; yi) (i= 1,2,3) 的 坐标 


i ES T fus E E EN 
d es Aix = (sin ¿+1 + -— i+4 +3 COE i+1 i i4 t BR), 


Ac A; 2 2 2 oW 


45 “关于 三 角 循环 式 的 两 个 定理 及 其 应 用 - 137 - 


A; ĝi 0, — Oiza — Oi Git1—0: — 6i 6i 
yc x - = ( š Um Pos L 计 3 _ cos = S ne sL eR). 


由 三 角形 有 向 面积 公式 得 


2DQ:Q3Q; 
3 2 AdO, Oiga — 6; Bizi — 0, . Oiza + 0, 
= dec [(s — cos ta 3 3 3 _ cos — * sin Tezi ar) 


2 2 2 


. c dea Tft — Girs— Oiza _ UN Qit5 + Qit4 "- Qit2 — 0141 ) 
0i» am ii sin Oi+5 T Üia ) 


0i42 + 6i 0145 — 0i 
计 2 十 Ci+l sog c c M co 


二 2 ` 2 2 
y a 0; 1 + 6; dins Gitr4— bizs _ - iri — 06i E Oi+4 + 0; 3 
2 2 2 2 
3 2 
a . Biss — O15 9i41 — Oi 9i42 — i41 
= > om (sn n 
n 0i42 + Oii — 0i+4 — 0; +3 T 0i41 — 0i ne Qit5 一 Oit4 
2 2 2 
din Oi+5 + Oi c4 — 0141 — Oi = 0;,2 — Îi+1 bm Qi+5 — Oi+4 
2 2 2 
m i x io 0; 5 i Qita PN 0;+4 = 23 


a? > 
—— MX » Ai+2 * ci (0), 
i=1 


A1243 
t NET (sin 2h us fita a E 2) z 
2 2 2 2 
di 0; + ¿us us 一 biza 
由 定理 4.5.2 易 知 


2 3 
a 
DQR: = UA 2. Ai+2oi(b) = 0, 


从 而 PiP 与 BB, P,Ps 与 P5Ps, PoP, 与 PsP, 的 交点 Qi, Qo, Qs 共 线 . 
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5.1 有 向 距离 与 有 向 面积 之 间 的 关系 及 其 应 用 


本 节 主 要 论述 点 到 直线 的 有 向 距离 与 三 角形 有 向 面积 之 间 的 关系 , 并 讨论 一 些 
与 有 向 距离 、 有 癌 面 积 有 关 问 题 . 
定理 5.1.1 点 Po(zo,uo) 到 直线 Pi P» 的 有 向 距离 为 


2D 
Dp,— P. P, = don (Rdr p, Dr- P, = 2D P,P: P>), (5.1.1) 
‘TT1f2 


其 中 Dp,p, Pp, 表示 三 角形 P, P, P, 的 有 向 面积 . 

证 明 ”注意 到 (yj 一 yz)zo 二 (72 一 X1)yo 十 (XZ1y2 一 XZ2y1) = 2Dp,P,p,, 由 式 (4.1.2) 
即 得 式 (5.1.1). | 

注 5.1.1 IÑ (5.1.1) 的 几何 意义 是 点 Po(ro,yo) 到 直线 P. P, 的 有 向 距离 等 
于 三 角形 P.P, P, 有 向 面积 的 两 倍 与 其 边 长 P. P, 之 比 . 

定理 5.1.2 W P. P... P, 是 平面 ” 边 形 , Po 是 P, P>: P, 所 在 平面 上 异 
于 各 顶点 且 与 各 边 PPiyi(i = 1,2,… ,n) 不 共 线 的 一 个 定点 , 过 P 的 一 条 直线 1 
与 PLPy- P, 各 边 P;Pua 的 交点 为 Qi(i = 站 2 mi Pari = Pi). # Po 与 各 边 
已 PiG = 1,2,… ,m) 构成 的 三 角形 的 有 向 面积 之 比 为 


Dp,P. P>; : DPyPsPs :***: Dp,p,_ P, : Dp, pP, = ki : hz: : kns 


则 
^ k Rh LEE "RN 
> Dag Brg Dna ^ Dnq. 
WEBB ”如 图 5.1.1 所 示 . 以 Po 为 坐标 原点 , 1 为 横 轴 建立 直角 坐标 系 , 并 设 
号 已 .… P, 顶点 的 坐标 为 P(e Gi = 1,2,… ,n). 直线 P.P; (= 1,2,::: ,m) 的 
方程 为 


(Yi+1 — yi) + (Li — Tit1)y = TiYi+1 — Tini, 
S y = 0, 得 Q, 在 1 轴 上 的 坐标 为 


X, = TiVitl — Tit1yi (¿=1,2,-.. ,m). 
Vici — Vi 
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511 直线 与 n 边 形 各 边 的 交点 
又 由 定理 4.1.1 得 


1 . 
D PoP; Piya = gii = Ti+1Yi) #0 (i = 1,2,.…- ,n), 


D Dp, p. D 
A — = E Ex dert x m = k, 则 Dp, p.p. = kki(i = 1,2,--- ,n), 
1 


于 是 ú; 


3 ns Rcs -Lgh kii — n) 
= š t Viii 一 Tini 2 = Dp, P; Pisi 


pr : ki(yiai 一 237 y) =0 
24 kk; — 2k MNT ONE i 


推论 5.1.1 W P. P> - Pa EF n XE, Po 是 PiP- P, WED, 过 Py 
的 一 条 直线 1 与 PP- Pa B PPa 的 交点 为 Q G —1,2,:--,n; P541 = P4), 
则 


1 _ 1 d 1 + + 1 
i=1 DPQ: DPQ, Dp,q; Dp,q,. 


证 明 ”如 图 5.1.2 所 示 . 注意 到 凸 风 边 形 的 重心 P 与 其 各 边 构 成 的 三 角形 的 
面积 相等 , 在 定理 5.1.2 中 令 ki = ko = …: = kn 即 得 . 


图 5.1.2 过 凸 ” 边 形 重 心 的 直线 与 其 各 边 的 交点 
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推论 5.1.2” 设 1 是 通过 三 角形 ABC 的 中 线 交 点 M 的 直线 , 且 分 别 与 三 角 
形 的 边 AB, BC, CA 所 在 直线 相交 于 R,5,T AHR R,S 在 M 的 同一 侧 , 则 
1 1 1 
dun dus dwr 
证 明 ”如 图 5.1.3 所 示 . 以 M 为 坐标 原点 ,! 为 一 坐标 轴 (MT. 为 其 正方 向 ) 
建立 直角 坐标 系 . 在 推论 5.1.1 中 注意 到 dur = —X1 = —Dyunm dus = 一 X2 = 
Dus,dur = Xs = Dmr W. 


图 5.1.3 ”过 三 角形 重心 的 直线 与 其 各 边 的 交点 


注 5.1.2 `4 RTA STE M 的 同一 侧 时 , 有 类 似 的 结论 . 
定理 5.1.3” 设 PP, P,(n > 3) 是 平面 n+ 二 1 边 形 , 1 是 经 过 顶点 Po 的 
E, 且 分 别 与 直线 P.P, G = 1,2,… n; P441 = P) 相交 于 Q; 点, DPPP, : 


DP PaP, i: Dp, p, p, = ki: kz2: : kn, DU] 
us ; k k k 
k; == 1 2 Parid n = 0. 
¿=1 DPQ: DPQ DP,Q2 Dn, 


证 明 ”如 图 5.14 所 示 . 以 Po 为 坐标 原点 ，! 为 横 轴 建立 直角 坐标 系 , 并 设 
Po PPS TD P, [53 Po 外 的 顶点 的 坐标 为 P;(zi, yi) = 1.2 s sss ,n). 直线 P. P;+1 (z = 
1,2,..:,m P441 = P1) 的 方程 为 


(Yi+1 — yi)z + (zi — zi, JU = TiYi+1 — Ti+1Yi, 


4 y = 0, fd Q, fE z 轴 上 的 坐标 为 


X TiUi-l — Ti+1Yi i 
Vii — Vi 
又 由 定理 41.1 得 


= 1,2,--- nj Zn+1 = Z1,;1/n+1 = yı). 


1 š 
Dp, P:P = 3 (Tiyit1 — Zit1yi) Z 0 (i=1,2, ,nNn;Tntl = T1, Yn+1 = Y1), 
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D 
4 — = nan =. = CM = k, W Dapp = kkil = 1,2, ,n), 
1 2 n 
于 是 


kiirii) _ ki(Yi+ı — yi) 
1 TiVitl 一 Tit1Yyi 2 Dp, P, Pipi 


g 
II 
M: 
xS 
II 
iM. 


=} 


lx E(uei-u) _ pm 
一 7 k» kk; = 3k Dn yi) = 0. 


Q Q, Q Q Po Qa ^ 
5.14. 3E n + 1 边 形 一 顶点 的 直线 与 其 余 各 点 依次 构成 的 直线 的 交点 


推论 5.1.3 8 PjP,--- P, (n 2 3) 是 平面 是 n 十 1 AÉ, 1 是 经 过 顶点 P 
的 直线 , 且 分 别 与 直线 P, P,, P, Ps... , P, Pi 相交 于 Q1,Q2,… ,Qn M, Spp P, = 
SPa PaP — 7: = Spp, p, , 则 
1 1 1 1 
Dno, Dmo | Daa. Dra. 


证 明 不妨 设 Po — P, — ::: P, Po 是 顺 时 针 绕 向 的 , 则 


Dp, p, P; : Dp, P; Ps s*set Dp,p, iP, : Dp, P,. P. —1:1:-:-::1:-1 


在 定理 5.1.3 PẸ ki = kz = --- = kn_1, kn = 一 1 即 得 . 

推论 5.1.4 XI 是 经 过 平生 四边形 PiP. P. Ps 的 顶点 P 的 直线 , 且 分 别 与 
直线 P Pz, P. Ps, Pi Ps 相交 于 R,S,T Ñ. 

(1) Æ R,S,T 位 于 Po 的 同 侧 , 则 

1 1 1 
dar des “der 
(2) Æ S,T 5 R Ek R,T 5 S 分居 Po 的 两 侧 , 则 
1 1 l ac 1 ANE 1 
dms der der dmn dns der 


. 142 - 53 ”有 向 距离 与 有 向 面积 之 间 的 关系 及 其 应 用 


证 明 — (1) 如 图 5.1.5 所 示 . TA PR 与 1 的 正方 向 相同 , 4 Dea = 
dPR, Dp,s = dps, Dp,r = dpr, 则 由 推论 5.1.3 中 即 得 . 


Ps 


图 5.1.5 R,S,T 位 于 Po 的 同 侧 
(2) 类 似 地 可 以 证 明 (图 5.1.6). 


T S Py l R 
图 5.1.6 ST 5 R sk R,T 5 S 分 居 Po 的 两 侧 


注 5.1.3 (i) 不 可 能 出 现 S, R 5; T 4S. Po 的 两 侧 的 情形 ; Gi) 对 其 他 顶点 有 
类 似 的 结论 ; (ui) 文献 [3] 中 只 给 出 了 情形 (1) 的 等 式 , 且 未 说 明 等 式 成 立 的 情形 . 
引 理 5.1.1 ”证 明 三 角 恒 等 式 : 


— 2k "^. 2k+1 
1 — n 一 3 = 0(m > 2); 
( )» cos m > cos — N (n 2 2) 


k—1 
1 
Y Me zi 2613. 
(2) S EDIT I" cosg LITT s 2 1) 


证 明 仅 证 (1 ECT 其 余 类 似 地 可 以 证 明 . 
COS r= > 2 cos sin? Z os 8 

k=1 

E (ene ma) / o5 
= sin 7 — sin x 2sin — 
pA n n n 
-|(s 3 元 z) ( 5E _ A) 
Sin — — sin + | sin — sin Tee 
n n n n 
T (sm mri. — gin 2) /2sin¥ 
n n n 


5.1. 有 向 距离 与 有 向 面积 之 间 的 关系 及 其 应 用 . 143 . 


27 十 1 
- (sn AT xs) [25 = 0. 
T T T 


引 理 5.1.2 ”证 明 三 角 恒 等 式 : 
n 2n+1 
0D cos a A = ; (2) 22 cos 3 =0(n > 1). 


k=1 


is GUY cos (2+ + EtL) aca es Eta; 


当 n=2m+1 时 ， 


n T 
4k -- 2 Ak -- 2 4k 4- 2 
» cos = T = > cos x Ti + > COS 2 T T 


k= 
m m+1 
4k + 2 4k 
=> 5 DUE. ts 
à, amii" 2 cos ( + xu)" 


rx n E A we 2 T 
z 2m + 1 em 2m + 1 


所 以 , 对 任意 自然 数 n>3, 有 Y cos 1532, 
TL 


(2) 证 明 与 (1) 式 中 n — 2m + 1 的 情形 类 似 
定理 5.1.4 W ! 是 经 过 正 n 边 形 PP- P, PÒ O 的 任意 一 条 直线 , 1 分 
别 与 直线 P.P, (¿= 1,2,… n; P441 = Pi) 相交 于 Qi 点 , 则 


1 1 
=+ ++ = 0( 为 定 值 )， 5.1.2 
M ! Dos Dogo, DoQ: DoQ ( ) ( ) 


n 
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1 1 1 1 n 
2. XR DALSU C BR Can UE. (5.1.3) 

EP h 是 正 多 边 形 P. P; P. 的 边 心 距 

ME BB 注意 到 Dopp, = Domm, = < = DOPP 由 定理 5.1.2 即 得 式 
(5.1.2), 下 面 证 明 式 (5.1.3). 以 ! 为 z 轴 、O 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 , 不 妨 设 
Pı P; : Tii FA B A b A P, (mcos Zn, Rsin in) (i = 1,2,- n), * Dop,p, = 
Dopp, =<: = Dop,p, = S, 则 由 定理 5.1.2 的 证 明 可 得 @; 点 的 横 坐 标 

一 z = E q (i=1,2,--- ,n), 


1 1 2 1 
R (sin tn sin Zn) HR sin —sz cos Es x 
n n n n 
于 是 
^ 1 — 1 ptl, 
>` Di. = x2 usn Lx Y» 
i i i—1l 
1 十 2 ， 
== La E + -— 


nR? m21 z lit? nR? 41 
goa 8 ly. asl inis = ——— sin i 


注意 到 S = Rh sin = 即 得 式 (5.1.3). 


定理 5.1.5 设 1 是 经 过 正 2n + 1 边 形 PiP- Pmp 中 心 O 的 任意 一 条 直 
线 , ! 分 别 与 直线 已 PH = 1,2,… ,2n 十 1; Pang = P1) 相交 于 Q; 点 , 则 


2n41 
1 1 1 1 _ 3(2n 十 1) 
BE -tD (为 定 值 )， — (514) 
> Dóq, Dóq. D6o, D$o, i KTN 
2n4-1 
T: 1 1 1 _ T (2n + 1) 
Z Mu pese E 一 一 一 (为 定 值 )， (5.1.5) 
i=1 Dóq, Doo, Déo, Doo, 16hs 


HEP h 是 正 2n + 1 边 形 PiP- Pongi 的 边 心 距 
证 明 以 ;为 zx 轴 、O 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 , 不妨 设 P, Px. Piny M 
点 的 坐标 为 


2i 2i 
i k= 1,2,2 1 
Py (neos 3, 1^ sin = ,2,::: ,2n + 1), 
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4 Dopp = Domp ^: = DoPp pm = S, WAEA 5.1.2 的 证 明 可 得 Qi 点 的 
横 坐 标 
X,= 28 " S ; (i 21,2,--- ,2n--1), 


T 


R in ES i A Rinsi T COS Ae 
on n+ ilie 2n4-1 2n4-1 


Re a. d 3(2n + 1) 4i 4-2 8i + 4 
二 一 一 Si i 2 
494” di 2 t > an n1" ^ » nl. 
2 1)R4 1 
_3( n + 1)R din* " 
85^ 2n 1 


x 
注意 到 S = Rhsi 即 得 式 (5.1.4). 
注意 到 sin; PER ( ) 
E. anl 8 2n41 i 
r s 1 TANE: s 2i 1 
8 = T8 — as —— cos X 
—L N E 2n 1 2. 2n 十 1 
Rë 2d 2n41 din "TEC 
= —— D 3 — 1 2 2 
16587" 2n + Pi TESI, S e) 
Ri sd 2n+1 /3 4i £2 8i+4 M 
二 一 Si PES ME" bd 9 
16S4 mM 2n 4- "2. (z+ cos cos qa) 


i=1 


R4 1 REO 4i +2 十 4 
=s i e A (Ftio tT VPN siu dt 


e NT 2n 1 2n 1 
4i - 2 8i + 4 4i -- 2 8i -- 4 
w 4 = 
十 6 cos er j^ + 3cos on 4 rt cos n + 1705 nnl i7) 
_T(2n+1)R8 sin 1 a 
~ 1688 2n +1 
注意 到 S = Rhsin = ; 即 得 式 (5.1.5)， 
更 一 般 地 , 我 们 猜测 
2n+1 


y ] 1 + 1 1 
k o — k n 
D$, Doo, 


2k 
i 二 1 DoQ, OQ»2n41 
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(2* — 1)(2n + 1) 
=u (二 2,3,…)( 为 定 值 ) 
其 中 h 是 正 多 边 形 P, P> es Pon+1 的 边 心 距 . 
推论 5.1.5 设 1 是 经 过 正 2n + 1 边 形 PP 已 … P2444 PÒ O 的 任意 一 条 直 
线 , ! 分 别 与 直线 已 PH = 1,2,… ,2n 十 1; P3442 = Pi) 相交 于 Q; A, 则 


2n41 x. 


Sh z m 0( 为 定 值 )， (5.1.6) 


i-1 
2n+1 


| Tm 2 m 0( 为 定 值 )， (5.1.7) 


HP h 是 正 多 边 形 PP- Panpi — s 
证 明 ”由 定理 5.14 可 得 


< 1 1 1 1 — 2n-1 


Pn mom t w m 
X (5.1.8) 5h? x XX (5.14) 即 得 式 (5.1.6); 5X (5.14)- 28x x (5.1.5) 即 得 式 
(5.1.7). 
更 一 般 地 , 我 们 猜测 
2n+1 


1 2(9* p 1) " 2n4-1 1 
sas h — = = 0 k= 2,33, =. 为 定 值 ). 
jJ Doo 9k+1 1 es Do. ( )( ) 


i-1 i $=} 
其 中 h 是 正 多 边 形 P, P> sa Pon+1 的 边 心 距 . 
PE 5.1.4 5X (5.1.3). 5X (5.1.4) AX (5.1.6) 见于 文献 [12], 但 一 些 证 明 有 误 . 


5.2. ”有 疝 距离 与 有 向 面积 关系 命题 的 等 价 性 


本 节 主 要 论述 有 向 距离 和 有 向 面积 命题 的 等 价 性 . EP 是 多 边 形 P. P> - Pa 
中 的 一 个 关于 点 到 直线 有 向 距离 的 命题 , 那么 根据 定理 5.1.1 可 以 将 它 转 化 成 相 
应 的 关于 三 角形 有 向 面积 的 命题 F, 反之 亦 然 . 因此 得 到 如 下 关于 这 两 种 命题 的 
定理 . 

定理 5.2.1 ”在 多 边 形 PiP- P, "P, 点 到 直线 有 向 距离 的 命题 F 与 相应 的 
三 角形 有 向 面积 的 命题 P" 是 等 价 的 , 即 F 真 的 充 要 条 件 是 F' 真 . 

定理 5.2.2 ”过 三 角形 Pi P, P, 的 各 个 顶点 P, 向 任 一 直线 ! FER, 垂 足 为 
Qi(i = 1,2,3), W 


dp, P, Do; p.p, + dp P, DQ, - P,Ps + dp, p, Dqs- P, P, = 2Dp, pip, (为 定 值 )， (5.2.1) 
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即 
DQ, PzP + Do;Ps P. =F DQ. P. P; =. Dp, p, p (N E lË). (5.2.2) 
证 明 ”只 需 证 明 式 (5.2.1) 或 式 (5.2.2) 成 立即 可 . 如 图 5.2.1 所 示 , 以 1 为 z 轴 
建立 直角 坐标 系 , 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 Pili yi) 则 垂 足 的 坐标 为 Qile, 0)(i = 
1,2,3). 


521 三 角形 各 顶点 到 一 直线 的 垂 线 
方法 1 直线 P; i P, o 的 方程 为 


(Yit1 一 Wi+2)Z 十 (Zi+2 — Tit1)Y + (Li+1Yi+2 — Ti+2Yi+1) = 0, 
于 是 
Op, Pis DQ; PrryPiyn = Ti(Yitl — Yi+2) + (Ti+1Yi+2 A Ti+2Yi+1) 
所 以 


dp, P, DqQ.— Ps P, + dp, p, DQ, P; Ps + dp, p, DQs— pi P> 
3 


= > ((ziyigi 一 Ti+1Yi) + (Tiyitl 一 Tit1yi)] = 4DP, p, Ps- 
4=1 
方法 2 ”根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


3 


2 3i DQ, Pi+i Pig 
¿=1 
3 
= [(züta1 — miqa 0) + (Tit1Yit2 — Zit2Yit1) + (Li+2 0— miiy2)] 
i—1 


3 3 3 
= Y tiyin F zt. (ziyigi — tik1Vi) 一 Nissan 
i=1 i=1 i=1 


3 
NT (Ziyit1 一 ziii) = 4DP, p; ps; 
i 
从 而 式 (5.2.2) 成 立 . 
推论 5.2.1 过 等 边 三 角形 P, P; Ps 的 各 个 顶点 P, 向 任 一 直线 作 垂 线 , EE 
为 Qili = 1,2,3), 则 
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Dq.,-P;Ps + Dq.-PsP, + Des—PiP; = 2h, 
其 中 P, P, Ps 为 正 向 三 角形 时 取 “+” 号 , 反 向 三 角形 时 取 “--” 号 . í 
证 明 ÆA (5.2.1) "P dpp, = dp P, = dp, p, = a, De pup, = +sah 即 得 . 
定理 5.2.3 W P,P;)jPsP, 是 两 对 角 线 互相 垂直 的 凸 四 边 形 , Qi 是 边 PPj 
的 中 点 , 则 
dp, P, DQs— P. P, + dp, P, DQ. — Ps P, 
=dp,p,Dq.—P;Ps + dp, P, DqQ.— P.P, = 2DP,P;PsPau (5.2.3) 
即 
Dqs P. P; + DQi PP; = Dq.P,Ps + Dq. P.P, = DP, PzP Pa- (5.2.4) 


证 明 ”如 图 5.2.2 所 示 . 不 妨 设 P,P;)jP,sP, 顶点 的 坐标 为 Pi (a, 0), P3(0, b), 
P3(—c, 0), P4(0, —d) (a, b, c, d > 0), 于 是 各 边 的 中 点 依次 为 


a b c b c d a d 
afa) eC»: eCs-:) (23) 


图 5.22 ”对 角 线 互相 垂直 的 四 边 形 及 各 边 的 中 点 
方法 1 PP 的 直线 方程 为 


tp 1 
a 0 1 |=0= -—bx — a+ ab — 0, 
0 b 1 


故 


d 1 
dns Dos es = C9 x (-5) - ax (75) e sabe te + aa), 
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类 似 地 可 以 求 得 ， 
dp, Ps DQ .,— P> Ps = 3 (ab + cd + 2bc), 
1 
dp, P, DQ. — Ps P, = zed + bc + da), 
1 
dp,P, DQ.,— P.P, = 3 (2ad + dc + ab). 
所 以 


dp, p, DQs— P. P> ia dp, P, DQ. — Ps P. = dp,P,DQ,— P> Ps + dp, Pi DQ,—- P.P. 


=ab + bc + cd + cd = (a + c)(b + d) = 2S P, P; Ps Pa = 2Dp P; Pa P4» 


所 以 式 (5.2.3) 成 立 . 
方法 2 ”根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


1 1 1 1 
Do, P, P; = 3 |(o+ Zad) + (ab — 0) + (o+ 3) = 4 ab + ad + bc), 


1 1 1 1 
Doi pP, = 3 [C + ate) + (cd — 0) + (o+ 22] = 4 bc + ad + 2ed), 


所 以 i 
Dos, P; + DQiP Pi = s (ab + ad + bc + cd), 
同 理 
Do,P,pP, + Do, P.P, = 3 (ab + ad + bc + cd). 
又 由 多 边 形 面积 公式 得 
1 
Dp, P; Ps P, = zl (ab — 0) + (0 + bc) + (ad — 0) + (0 + ad)] = z (ab + bc + ad + cd), 


所 以 式 (5.2.4) 成 立 . 
注 5.2.1 ”定理 5.2.3 的 几何 意义 是 , 两 对 角 线 互相 垂直 的 四 边 形 的 两 对 边 中 
点 与 其 对 边 构 成 的 两 个 三 角形 的 有 向 面积 的 和 等 于 四 边 形 的 有 向 面积 的 两 倍 . 
定理 5.2.43. db 尸 为 三 角形 P, P; Ps 所 在 平面 任意 一 点 , W 


3 3 
d dp Pi 
Ddrn, > 2: Ç PeiPua 十 aen.) = (5.2.5) 


i dp, +2 P, dp,,, 已 +2 


XERA P 为 三 角形 P, P, Ps 外 心 时 等 号 成 立 . 
证 明 ”如 图 5.2.3 所 示 . 不 妨 设 P, P; Ps 为 正 向 三 角形 , 于 是 由 定理 5.2.3 得 


2Sp, P.P, = 2Dp,p,P, = dp, p, DP- p, P, + dp P, Dp p, p, + dp,p, DP- pp, 
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注意 到 
dpp, + Dp_ PsPs Z dp, P; Ps, 


P; 


P, P; 
图 5.2.3 ”点 到 三 角形 各 边 的 有 向 距离 


RPEN PEP 到 PP, EB EI AES pr. 于 是 


dp,p,(dpp, + Dp-p,p,) 2dp,p,dp,— P; Ps 
—dp, p, Dp- p. P; + dp,P,Dp- p, p, + dp, P, DP- p.p, , 
BE 


dp,p,dpp, 2 dp,p, DP-p,p, + dp, p; Dp— p. p, (5.2.6) 


将 式 (5.2.6) 应 用 到 三 角形 P, P, Ps 关于 LP 平分 线 对 称 的 三 角形 Pi P; P; (ES 5.2.4), 
得 


dp,p,dpp, 2 dp, p, Dp— p, P, + dp, P, Dp—P,P>; 


即 
d d 
dpp, > — Dp pp, + 7 Dp. p P, (5.2.7) 
dp, Ps dp, Ps 
P, 


5.24. 三 角形 关于 角 平 分 线 对 称 的 三 角形 
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等 号 成 立 当 且 仅 当 己 在 六 到 PP; 上 的 高 , 即 通过 P, 和 三 角形 P, P, Ps 外 接 圆 
心 的 直线 上 时 成 立 . 


同 理 可 得 3 4 
dpp, 2 = Dp pp, + 2 Dp. pps, (5.2.8) 
dp, p, dp,P, 
dP; P, Ps Ps 


d 
dpp, 2 Dp-p,p, + Dp-PsP, (5.2.9) 
dp, P; dp, P; 


式 (5.2.7) 十 (5.2.8) 十 (5.2.9) 即 得 式 (5.2.6), ENH P 为 三 角形 P, P, Ps 外 心 时 等 
号 成 立 . 
推论 5.2.2(Erdos-Mordell FER) w 已 为 三 角形 P, P, Ps 内 任意 一 点 , W 


3 3 
> „dpp, 22 5 dP-P, AP: 
i=l 1—1 


其 中 当 且 仅 当 P 为 正三 角形 P, P, P, 外 心 时 等 号 成 立 . 
证 明 ”因为 P 为 三 角形 P, P, Ps 内 任意 一 点 , 所 以 Dp_p,p, > 0, Dp pp, > 


0,Dp_p,p, > 0. 于 是 Dp p,p, = dp_PsPs, DP-p,p; = dp_PsPi, DP- p.p, = dp P.P; 


又 因为 


dp, Piua + dp,,; Pi 


dp, P. dp,,, Pi42 


其 中 当 且 仅 当 P, P, Ps 为 正三 角形 外 心 时 各 等 号 均 成 立 , 所 以 推论 5.2.1 结论 成 立 . 


2 2(i = 1,2,3), 
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众所周知 , Menelaus 定理 是 平面 几何 中 著名 的 定理 , 在 几何 证 题 中 具有 广泛 的 
应 用 . 本 节 首 先 给 出 多 边 形 的 完全 分 比 点 多 边 形 和 和 多 边 形 的 分 点 三 角形 等 的 概 
念 ; 其 次 给 出 三 角形 的 完全 分 点 三 角形 有 向 面积 公式 , 并 据 此 推出 三 角形 中 分 点 三 
角形 的 定 值 定理 和 几 道 数学 竞赛 题 等 的 结论 , 以 及 著名 的 Menelaus 定理 及 其 推论 ; 
再 次 给 出 四 边 形 的 完全 等 比分 点 四 边 形 有 向 面积 公式 , 并 据 此 推出 四 边 形 中 分 点 三 
角形 的 定 值 定理 , 从 而 给 出 几 道 数学 竞赛 题 等 结论 的 证 明 ; 最 后 给 出 三 角形 中 有 向 
面积 的 一 个 定 值 定理 及 其 推论 . 


6.1.1 分 点 多 边 形 的 基本 概念 


定义 6.1.1 W Qi JJ m AÉ PiP- P, XI PiP (i = 1,2,…,n) 的 分 
A, E. 已 Qi/QiPH = Ali = 1,2,… ,n). 若 依 次 以 Qi 为 顶点 构成 一 个 多 边 形 , 则 
称 8Q1Q2… Qn 为 n 边 形 P, P>... P, HI (和 ,和 2,… ,和 Mn) 完全 分 点 多 边 形 , 简称 为 
完全 分 比 点 多 边 形 . 

特别 地 , 当 Xi = A2 2 = À = À Pf, QIQ Qn RRA n AÉ PP» P, WI 
完全 入 等 分 点 多 边 形 , 简称 为 完全 等 分 点 多 边 形 ; 而 当 入 = 1/2 PF, 8Q182… Qn 称 
为 n 边 形 Pi Po- Pa 的 完全 中 点 多 边 形 . 

显然 , 34 Q1, Q2,… , Qn 中 有 连续 三 点 共 线 时 ， 完 全 分 点 多 边 形 QIQ- Qn 
为 边 数 小 于 n 的 多 边 形 . 特别 , 为 方便 起 见 , 5 Qi1, 82,… , Qn 共 线 时 , 我 们 把 
Q1Q2… Qn 看 成 是 完全 分 点 多 边 形 的 特殊 情形 . 

车 存 在 1 < i < j < n, 线段 QiQi QQ 相交 , W n 边 形 PP- P, 不 
存在 完全 分 比 点 多 边 形 . 但 三 角形 完全 分 点 三 角形 总 是 存在 的 ( 含 三 分 点 共 线 的 
情形 ). 

定义 6.1.2 W Q; Æ n AÉ PP- P, XI PiP (i= 1,2,… ,n) 的 分 
A, 则 称 以 其 中 任意 两 点 Qu, Q;(,j = 1,2, ,n) 之 间 的 连 线 为 一 边 的 三 角形 为 多 
边 形 的 分 点 三 角形 . 

显然 , 三 角形 的 完全 分 点 三 角形 是 三 角形 的 分 点 三 角形 的 特殊 情形 . 

定义 6.1.3 ”四 个 共 线 点 P., Po, Ps, Pa 的 交 比 (P. P>, Ps PA) 定义 为 两 个 简 比 
(P, P, Ps) = P, Ps / P, Ps 与 (P, P, PI) = P, P,/ PzP, 的 比 , BH 
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sa (Pi P> Ps) L PT PaP, 
(PPP) PP- P, P. ` 


6.1.2 ”三 角形 的 分 点 三 角形 有 向 面积 公式 及 应 用 


定理 6.1.1 X 8Q182Q3 为 三 角形 P. P> Ps 的 (A1, À2, 和 3) 分 点 三 角形 , 则 完全 
分 点 三 角形 的 有 向 面积 


(P. P>, Ps PA) 


1 + A1A2AÀ3 D 
ü XU FANUA (3^ 
其 中 Ps, ; = Pj, Qo = Qj, 其 余 类 同 . 
证 明 ”如 图 6.1.1 所 示 . 设 三 角形 PPP 的 顶点 的 坐标 为 P,(z¿ u) (i = 
1,2,---,n), P 点 的 坐标 为 P(x,y). 由 题 设 得 分 点 Qi 的 坐标 


Yid NTitl Yit MV, —_ 
e( ITN ' DA 4 5654 


DQiQsQs = (6.1.1) 


图 6.1.1 三 角形 的 定 比分 点 三 角形 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


3 
š yw. Sm a  BptAdgxua s s 
Q1Q:Qs 一 7 | 1 +; ld Xa I+ Aaa ; 
3 
l 1 + Nit2 
"3 3.53 M3413..WM1.1 5». UM — Tiii 
2 ESPRIT V TC VS 记 计 1 41i) 
+ Aipa (iYi 一 Six2yi) + AiNaa(miniyie2 — Li+2Yi+1)] 
3 
H 
— 2(1 + M) + Ao)(i + Aa) > [Tayitl — zi 全) + Aca (Tiii — Zü) 
十 Asri (Giiq2 一 2i+21)] + NtiNt2(Tiyit2 一 Zit2Yi) 
+ Aidit (viai — Ti+21i+1) + AiAi Aito (Tt1Yyit2 — Ti+2Yi+1 )] 
3 
1 


- 20 F X) A2 (1 + Ag) 2. [((zxiyiaa 一 Zi+12i) 
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十 Ana(ziezyi — Tiyit2) 十 Maa(xiyie2 一 tix2yi)] 
+ Ai 和 Xi+I(Zi 计 22i1 一 21542) 十 ACOaa(zinyiee2 一 22 证 2 人 1) 
十 AlX2As(Zi+1Wi+2 — Tit2Yyit+1)] 


E 14 A Aa E Nu 
-— 2(1 4- Ai)(1 + A2)(1 + A3) Y (zia — zia) 


2000 1*AàM p 
QM TAS RAS) CO 


推论 6.1.1( 第 34 届 美 国 数学 竞赛 题 ) (1) W: P, P, Ps 是 任意 三 角形 , Qi Qo. Qs 
是 P, P>, P, Ps, P, P, 边 上 任意 的 点 , 证 明 


1 
SQiQsQs 2 JSP PPs (6.1.2) 


(2) 设 三 角形 P, P, Ps 是 任意 三 角形 , Q1, Qo. Qs 是 Pi P>, P, Ps, Ps P, 边 上 任意 
的 点 , 证 明 : 三 个 三 角形 PQ, PRQ, PRQ: 中 , 至 少 有 一 个 的 面积 小 于 等 
于 三 角形 Q18283 的 面积 . 

证 明 (1) 当 Qu, Qo, Qs 在 边 P,P;, P, Ps, PP 上 时 和 1,X2, 和 3 > 0, 于 是 式 


(6.1.1) 知 
S - 1 + 入 1 和 2 和 3 
Qis — TF MN +A F Aa) 


id 2g 
(1 + A1)(1 + A2)(1 + A3) 


Sp, P; Ps- (6.1.3) 


S f(A1, MN2, XN3) = ,和 1, XA2, 和 3 > 0. 则 由 


of p Àə2À3 — 1 —0 
ƏN (1-A)?(124-A9)(1—A3) ^" 
Bf | u-i o 
DN  (1-AX))(1-- A3) (1--A3)  ” 
of _ Xia 一 1 


Os COFANO FANO FA) 


求 得 函数 唯一 的 驻 点 A = A= Xs = 1, 故 由 问题 的 实际 意义 知 , 当 A = A2 = Xs = 
1 时 , 函数 的 最 小 值 为 f(1,1,1) = 1/4, 故 由 式 (6.1.3) 知 式 (6.1.2) 成 立 . 

注 6.1.1 第 34 届 美 国 数学 竞赛 题 是 在 距离 dp,q, < do, p,, dp,q, < do:P， 
dPs8s < do, p, 的 情形 下 证 明 式 (6.1.2) 的 . 

(2) 用 反 证 法 . 如 图 6.1.1 所 示 ， 假设 三 个 三 角形 PQQ, P,Q>Qi, PsQsQ>o 的 
面积 均 大 于 三 角形 QiQzQs 的 面积 , 于 是 


SQ1Q2Q3 + SPiQ1Q3 + SP,QiQ T SP;3Q3Q2 > SP, P; Ps; 
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这 与 Soosos 十 SP,QiQs + SPose 十 Sp,Q.Q, = Sp pp, 矛盾 ， 从 而 三 个 三 角形 
P,QiQs, PQoQi, P3Q3Q» 中 , 至 少 有 一 个 的 面积 小 于 等 于 三 角形 QRQ 的 面积 . 

推论 6.1.2(1945 年 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) ”将 三 角形 PPP 的 三 个 
顶点 P, Po, Ps 与 对 边 P,P,s, PaPa, Pi P, 上 的 点 Q, Qs, Q, 连接 起 来 , 证 明 : PiQS, 
P,Qs, PQ1 的 中 点 不 位 于 同一 直线 上 . 

证 明 ”如 图 6.1.2 所 示 . 设 PQ, PQs, PQ i 的 中 点 分 别 为 Ri, Ro, Rs, 于 是 
它们 的 坐标 为 

1 + A;++1)2; + Tipi + ÀipiTi 1 + Agri) +W+4 + Aii . . 
r (! i Ee +1 +2 ( ET DET ue G= 123). 


于 是 


8(1 + 1)(1 + A2)(1 + A5) Dn, n4 R3 


Il 


VER E 


(1 AOL + Acei)mi + aia + Naazie2][. + Ace2)yisa + Yit2 + Aii] 


(1 + Xi+2)Zi+1 + Zi+2 + AiH22i[(1 + Aca)yi + yea + Mays) 


(1 o AQ + Aipa) + AGia)(miyisi — Lit1di) + (1 + Nt1) (TiVit2 — TZ;+2%i) 


lI 
= 


+ (Zi+1Vi+2 一 Ti+2Yi+1) + Ai+2(Ti+1Yi — Tiyi+1) 
+ AaA(1 + Mt2) Tir2Yitl 一 Tit1Yyit2) + Ai+1Xi+2(Zi+221 — TiYi+2)] 
3 
=5 (1 4- A) (1 + Aia) (1 + Adis) (Tiyitl — viai) 


i—1 
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Š 3 
+) (1+AJ)( Aca) nua — Tisay) + Y (1 + AQ(raayea — Tity) 
i=1 £i 
3 
L >` (+ AA c2 (zigiyi — titiga) 
i=l 


3 
+ AQ + Mr2) (Tir2yitl — Zit1yit2) 


i=l 
3 


+) (1+ XDeaMa(zaayi 一 ii+2) 


i—1 


3 
= M» (1 A. Aa). Nr2) (Tiyitl — ziii) 
i—1l 
3 3 
FAM) Aus) regi — ziii) +Y (1 + Ait) (TiVi — zai) 


i=1 


3 
+ ACL H AG) + Aita) (Tit1Yi — Ziyit1) 


3 
+ >》 (1+ AH)NAita(zigit+l — zuiy) 
4—1 


3 
= 5 (1 + Aiditi Aita) (ziii — Tit1Yi) 
i—l1l 


3 
=(1 + 1323) Y (zii — ziii) = 2(1 + ANN3) DP, PoP, 


ë=1 
š " _ 1 + A122A3 

依 题 设 1 十 和 1 和 2 和 3 së 0, 所 以 Di Bis = A1 4- Aj 4 Ag) T Ag) RPR * 0, 
于 是 PiQo, PQs, PsQi 的 中 点 Ri, Ro, Rs 不 位 于 同一 直线 上 . 

EH 6.1.2 W ki koks 是 24,22, 3 的 任意 一 个 排列 , Qi Q;Qs 和 R, R; Ra 分别 
三 角形 P, P. Ps 的 (A1, 42, A3) 和 (1/ki,1/kə,1/ks) 完全 分 点 三 角形 ， 则 SQiQsQs = 
SR Ra Bs- 

证 明 因为 kikzks 是 和 li, A2, As 的 一 个 排列 , 所 以 

1 _ (1 + A1)(1 + A2)(1 + A3) 

Me (1+ ki)(1 + ka) (1 + ks) = Ros š 
根据 式 (6.1.1) 得 


kikoka = 
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1 + kikoks 
— (L+ ki)(1 + k2)(1 + ks 
14-A1A223 


EE DA = Doo. 
(Ti (lh sas 


推论 6.1.3 X Qi, Qo, Qs 和 Ri, Ro, Rs 分 别 都 是 三 角形 P, P, Ps = P. P>, 
P>; Ps, Ps P, 所 在 直线 上 的 点 , B. Ri, Ro, Rs 分 别 跟 Q1, Qo, Qs 关于 P. P>, P> Ps, Ps P, 
的 中 点 对 称 或 Ia Q»2// P3P1, R2Q3// Py P2, R3Q1//P2P3, W] SQ,Q2Q3 = Sn,n;Rs- 

证 明 ”如 图 6.1.3 和 图 6.1.4 所 示 . 在 定理 6.1.2 中 分 别 取 ki = Ni, ko = Ao, ka = 
às 和 ki = Ao, k2 = As, ks = 和 1 即 得 . 


DR, RaRa j P PP 


图 6.1.3 三 角形 各 边 中 点 对 称 的 分 点 及 其 三 角形 


P, Q R P; 
图 6.1.4 两 边 分 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 及 分 点 三 角形 


定理 6.1.3(Menelaus 定理 ) ”在 三 角形 PPPs 的 三 边 已 P 所 在 直线 上 依 
次 取 点 Qi (i — L, 2, 3), 则 Qı, Q», Q3 共 线 的 充分 必要 条 件 是 


PQ PQ2 PsQs —— 
QiP; QP, QsP, ` * W) 


证 明 ”如 图 6.1.5 所 示 . 由 定理 6.1.1 可 知 
PiQi P)Qo P3Qs 


, Qo, QR e D =0 & 1+ A1243 = 0 & . ; =Ï. 
Qi, Q>, Qs Q1Q2Qs 12223 DA OR D. 


推论 6.1.4 W Qi, Qo, Qs 和 Ri, Ro, Rs 分 别 都 是 三 角形 P, P, Ps 三 边 PiP, 
P> Ps, Ps P, 所 在 直线 上 的 点 , H. Ri, Ro, Rs 分 别 跟 Q1, Qo, Qs 关于 PP, P, Ps, PsP, 
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的 中 点 对 称 或 Ri Q; // Ps P, , R2Q3// P. P», R3Qs // P2Ps, 则 Q1, Qo, Qs 三 点 共 线 的 充 
要 条 件 是 Ri, Ro, Rs 三 点 共 线 . 


Ps 


图 6.1.5 Menelaus 定理 


证 明 ”在 推论 6.1.2 中 注意 到 Q1, Qu, Qa 三 点 共 线 & Doggs = 0 € Dn, nin; 
—0 e Ri Ro, Rs 三 点 共 线 , 即 得 . 
推论 6.1.5 ”在 nn 边 形 P. P, - P, 的 各 边 PP. 所 在 直线 上 依次 取 点 Qi (i = 
1, 2, ---, n), M Q1，Q2,… , Q, 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
PQ PQ2 PrQn _ 


QiP QP Sg CH (6.1.5) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 24 n = 3 时 , 由 式 (6.1.4) 结论 成 立 . 假设 n < k 时 结 
论 成 立 , 则 当 m = 大 十 1 BT, 根据 引 理 4.2.1, 不 妨 设 PLPo Ppi (k 23) 可 以 用 其 
内 部 的 对 角 线 PLP 将 它 分 成 三 角形 P, P, P, 和 一 个 边 数 不 小 于 大- 2 且 不 大 于 大 
的 多 边 形 P, Ps... Pk, WA. 在 P, P, 所 在 直线 上 取 一 点 Q, 则 
/ PQ, PQ PsQ: 
Qi Qə, QUUR o Dp D A=- 
由 归纳 假设 , 不 管 PP P. , Æ k — 2 JÉ, k — 1 边 形 , XJ k AÉ, 都 有 


/ P,Q; PQa Pk+1Qk+1 _ k 
Qs, Qs, ,Qk+1 共 线 e Q; P, Q4P, WA EX 1) š 


从 而 


PQ1 P;jQ> Pk+1Qk+ı 
, i 共 线 — UAE XY $007 ————— — (-1 ae" 
Qu Qa Qirra QiP Q2P3 Qk+1Pı C9 


BU n—k4-1 时 结论 也 成 立 . 根据 数学 归纳 法 原理 , 对 任意 的 自然 数 n, 式 (6.1.5) RZ. 
推论 6.1.6 3x P 7g —f87E P, P, Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , Qi Q2Qs 为 PPPs 
的 (1, 2, A3) 完全 分 点 三 角形 , 则 分 点 三 角形 的 有 向 面积 
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L Jag 
2, Dro; “TFA 下 TA) APP 
WEB] ”由 定理 43.1 及 定理 6.1.1 即 得 . 
推论 6.1.7 在 三 角形 P. P, Ps 三 边 P, P>, P, Ps, PaP, 所 在 直线 上 依次 分 别 取 
两 点 Qi 和 Qi, Qo 和 Q, Qs MQ, 使 交 比 分 别 为 (P, P, ,Q',Qi) = ki, (PoP, 
Q'4Q») = ko, (Ps P, ,Q'sQs) = ks, H kykoka = 1. 证明: Q1, Q'4, Q'4 共 线 的 充分 条 
IFE Q1, Qo, Qs 共 线 . 


证 明 设 28 = NM (i= 1, 2, 3), 于 是 根据 交 比 的 定义 6.1.2, 得 
it 4+1 


PiQ; 
PiaQ; 


= —k;X (i = 1, 2, 3), 


即 


PiQi ; 
1 一 kidi ? = 1, 2, 3). 
QiPiti 人 ) 


由 定理 6.1.1, 得 


13 Aia E 
(LEAM) EA) HA) ^ 
Donn = 1+ Aik1 :+ M2k2 :+ A3k3 D 
210393 CH E kuu (L 35 EAL sk sS) 5009 
14 Aris S 
(14-kA)(14- kgAg)(1-- kaAs) ^i 2T 


DQiQ;Qs 一 


于 是 
M Ee (1 4- A1)(1 + A2)(1 + Ag) D 
91923 (E Ea) F k2A2)(1 + EgAg) 1929s 


所 以 Qi, Q5, Q5 共 线 e Dorga, = 0 € DoQ: = 0 S Q1, Qo, Qs HE. 
6.1.3 四边形 的 分 点 四 边 形 有 向 面积 公式 及 应 用 


定理 6.1.4 3X QiQsQsQ4 为 四 边 形 P, P, Ps P, 的 完全 入 等 分 点 四 边 形 , 则 
完全 和 等 分 点 四 边 形 的 有 向 面积 


14A? 
DoiQiQsQ4 = (TAY P Py Py Pa. 


证 明 ”如 图 6.1.6 所 示 . 设 四 边 形 P,P,P,P, 的 顶点 的 坐标 为 Pile yi) (i = 
1,2,3,4). 由 题 设 得 分 点 Q, 的 坐标 


(Zit Az; wict?MeaY v. 
q, ( ILA 1 3 (ë= 1, 2, 8, 4), 
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P, 
Qs 
Q. 
< `. te 
unc 
P, Qi P, 


图 6.1.6 四边形 的 等 比分 点 四 边 形 
根据 多 边 形 有 向 面积 公式 , 得 


Davis. 
EC 5» Tic ÀTiki Yitit Mit2 — Titi + ATit2 Yi + Nitl 
AEA 1 十 入 1 十 入 1 十 入 


4 
1 
73043) E D Y [caa — Zi419i) + 204A) 2 uya = 742i) 


入 2 
ES 一 zat) 


4 


14A? 
2. (Citit — Zi41yi)) = 


——D : 
"2043 — y P, P2 P3 P4 


Lax 
ET 十 入 

推论 6.1.8 X QiQ2QsQas 和 RiR2RsRa 2) HT [Ul P. P; Ps P, 的 完全 入 
分 点 四 边 形 和 完全 1/ 和 分 点 四 边 形 , 则 So, q.qsQ, = Snin,RsRa- 

证 明 ”如 图 6.1.7 所 示 . 由 定理 6.1.4 得 


1+ (1/4)? 1 十 入 
SR,RjR&R, = (FN PRPP s (EAE BAR, = SQ.Q-QsQ4: 


A Q R fa 
图 6.1.7 四边 形 的 两 个 对 称 的 等 比分 点 四 边 形 


61 分 点 多 边 形 有 向 面积 公式 及 应 用 . 161 . 


推论 6.1.9 w P AWALE P,P,P,P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , 8Q1Q82Q3Q4 为 
四 边 形 P, P. Ps PA 的 完全 A 等 分 点 四 边 形 , 则 


4 

1 十 和 
Y Dro = —— DP, PaPa Pa- 
> TFA 


证 明 ”由 定理 4.3.1 及 定理 6.1.3 即 得 . 
定理 6.1.5 i Q1Q2Q3Q4 为 四 边 形 P. P. Ps P, 的 完全 入 等 分 点 四 边 形 , 则 
DP,PsPsPs = Do. P.P, + Dqs.P, Pà = Dos P.P, + DeaspsPs. (6.1.6) 

证 明 ”如 图 6.1.7 所 示 . 设 四 边 形 Pi P,jP,P, 的 顶点 的 坐标 为 Ple yi) (i = 

1,2,3,4). 由 题 设 得 分 点 Qi 的 坐标 
Td AÀmiyi Yi AWA I 
Qi (=a, sti) (i — 1, 2, 3, 4), 

于 是 


2(1 + A)(Dq. PaPa + DQ. P. Pa) 
—[(z1 + Az2)ys — za(y1 + Ay2)] + (1 + A)(zxaya — z4y3) 

+ [raya + A2) — (21 + Az2)ya] + [(zs + Aza)yı 一 Z1(ya + Xy4)] 

十 (1 十 A)(zlya — 2291) 十 [za(ys + Aya) — (z3 + Ava)ya] 
=(1 + A)[(z1ya — 2291) + (1293 — Z31/2) + (z3t/4 一 Z41J3) + (xay — 2194)] 
=(1 + À)DP, P, Ps Pa» 


所 以 Dp, p, PsP, = DQ PaP, + Dq, P. Pa- 
同 理 Dp, P PPa = Do, P.P, + Do. P, p., 因此 式 (6.1.6) IRSZ. 
推论 6.1.10 Z QiQ2QsQa 为 凸 四 边 形 P, P, Ps P, 的 完全 X 等 分 点 四 边 形 ， 
则 
Sp, P, Pa Pa SQ. Ps P. d: SQsP. P; E SQ. P.P. + SQ,P;P,- (6.1.7) 


WEBB — 24 P,PP4P, 为 凸 四 边 形 时 , ER (6.1.6) 中 注意 到 四 边 形 P, P, Ps P, 和 
三 角形 Qi Ps P4, Qs P, Pz; Q2 PA Pi, Qa P, Ps 都 是 同 向 的 , 即 得 式 (6.1.7). 

注 6.1.2 234 A 5 0, Bl Q1QoQaQa 为 凸 四 边 形 P. P, Pa P, 的 完全 和 等 分 点 四 
边 形 时 , 由 推论 6.1.9 即 得 1961 年 基辅 数学 奥林匹克 题 的 结论 ; 特别 , 当 入 = 1, 即 
Q1Q»QsQ4 为 凸 四 边 形 P, P, P, P, 的 完全 中 点 四 边 形 时 , 即 得 1989 年 第 30 届 国 际 
数学 奥林匹克 候选 题 的 结论 . 

定理 6.1.6 Ù Qi 是 四 边 形 P,P)P,sP, 的 边 PiP 所 在 直线 上 一 点 , H 
Pu QUA = À (Piya = Pas = 1,2,3,3), RU 
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DP;Pja Pus + Ài+2 DP; Pipı Pi+3 


DmhuQuaT7 — — — YTA 07 ¿= 1,2 8,4. (6.1.8) 
证 明 ”如 图 6.1.8 所 示 . 设 四 边 形 顶点 的 坐标 为 Pile yi), 则 各 边 所 在 直线 分 
点 的 坐标 为 v 
o (S T en ) (= 1,2,3,4) 
y 
图 6.1.8 
于 是 


(1+ M+2) DP; Pi41Qiz2 

1 
-3lü t An) (riyigi 一 Li+1Yi) + Tit1(Yit2 + Ai+2Yi+3) 

1 

一 (zi+2 + A+22i+3)1i+1] + s|(z+2 + Ài+2Ti+3)Yi 一 Ti(yie2 + Ai+2Yi+3)] 

$ 
=s [+i — Dit1Yi) + (Tit1Yit2 一 Li+2Yi+1) + (Z¿+21⁄ 一 TiYi+2)] 

T 

d Ai+2[(Ziyi+1 — Zit1Yi) + (Tit1Yit3 一 Ti+3Yi+1) + (Li+3Yi — Tiyi+3)] 

=Dp,P,+1iP,+a 十 Ai+2 DP; P, Pas: 


因此 式 (6.1.8) 成 立 . 
特别 地 , 34 Xr = A2 = A3 04. = LB, A 


D PE DP;PiyiPi4a Dp,Pa Paus 
Pi Pi+1Qi+2 一 2 , 


= P, P> Ps PA 为 凸 四 边 形 且 Qi pl P;P;a 上 时 ， 注意 到 三 角形 P; Piri ito, 
P,P,;,i Pas, P, P. P 为 同 向 三 角形 , 有 


¿=1,2,3,4. 


SP, Piz Pu. 入 i+29PiPi+i Pixs ; 
SP,PaaQua = “DE aa, 1—1,2,3,4. 
T i+2 
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6.1.4 三 角形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 应 用 


定理 6.1.7 设 记 为 三 角形 P, P, Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 , QiQaQs X P, P; Ps 
的 完全 中 点 三 角形 , Ri, Ro, Rs 依次 是 Q i P,, 8182, Qo Ps 的 中 点 , 则 


DPosm + DrQin, — Dpp r = 0( 为 定 值 ). (6.1.9) 


证 明 ”如 图 6.1.9 所 示 . 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 Pi(zi,yi)(i = 1,2,3), 
任意 点 的 坐标 为 P(x,y). 于 是 完全 中 点 三 角形 Q182Q3 顶点 及 Qi P;, 8Q182, Q2Ps 
中 点 的 坐标 依次 为 


Qi (s — us) (i = 1,2,3), 


Tı + 3Z2 yı + 32 Z1 十 272 十 Z3 Yı -+ 282 + ys 
Ri A ` H4 ` , FR» um EE EU , 


Zə + 323 12 + 313 
Rs —L aa 


6.1.9 


8Dpp, n, —A(xyi — z1y) + zi(yi + 272 + y3) — (z1 + 222 + z3)yi 
十 (zl + 223 + z3)y — z(y1 + 212 + y3) 
—(3yi — 212 — ya)v + (一 37z1 + 2z2 + z3)y 
+ 2(z1ys — 2291) + (Z1V3 — 2331); (6.1.10) 
类 似 地 , 可 以 求 得 


16DPPei Ra =(4% + 2y2 — 6y3)z 十 (一 4z1 — 2z2 + 6x3)y 


+ (zl1y2 — x241) + 3(T1Y3 — 1341) 十 3(z2ys 一 Z3y2)， (6.1.11) 
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16Dpqsn, —(2y1 — 6y2 十 4%3)Z + (—2z1 + 6z2 — 4x3)y 十 3(Z1V2 — T241) 
+ (zay1 — 2113) 十 3(Z3V2 — 2293). (6.1.12) 


zÑ (6.1.11)4-(6.1.12) —2 5X (6.1.10), 并 化 简 即 得 式 (6.1.8). 

推论 6.1.11 3€ Q1Q»Qs 为 PPP, 的 完全 中 点 三 角形 ， Ri1, R>, Rs 依次 是 
Qi P;, Q1Q», Q2 Ps 的 中 点 , 则 Qs Ri, Qi Rs, Po 所 在 直线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 6.1.10 所 示 . 不 妨 设 Qs RS, Qi Rs 的 交点 为 G, 将 G 代入 式 (6.1.9) 
得 Dap,Rs = 0, 故 G 在 PR: 所 在 直线 上 . 从 而 QsRi, Qi Rs, P, R> 所 在 直线 相交 
T—E. 


图 6.1.10 


iE6.1.8. 74 PPP, 为 正三 角形 时 , 即 为 第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 
的 第 一 问 . 


6.2. 四边形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


四 边 形 是 平面 几何 中 十 分 有 趣 的 图 形 , 关于 四 边 形 的 重要 结论 很 多 , 如 著名 的 
Gauss 定理 , Gergonne 定理 和 梯形 的 施 泰 纳 定理 等 . 其 实 , 用 有 向 度量 的 观点 来 看 ， 
这 些 定理 都 具有 深刻 的 背景 . 

本 节 主 要 讨论 四 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 .首先 给 出 四 边 形 中 的 
边 三 角形 和 对 角 线 三 角形 有 向 面积 的 两 个 定 值 定理 及 其 推论 ; 其 次 给 出 完全 四 边 形 
中 有 向 面积 的 三 个 定 值 定理 及 其 若干 推论 , 包括 著名 的 牛顿 线 定理 (Gauss 定理 ) 等 
结论 ; 再 次 给 出 四 边 形 中 的 中 点 三 角形 和 对 角 线 中 点 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 ， 
从 而 推出 著名 的 Gergonne 定理 等 结论 ; 最 后 给 出 四 边 形 中 分 点 三 角形 和 对 角 线 三 
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角形 有 向 面积 的 定 值 定 理 及 其 若干 推论 , 包括 梯形 中 著名 的 施 泰 纳 定理 等 结论 . 
我 们 发 现 , 以 上 定 值 定理 不 仅 十 分 有 趣 , 而 且 涵 盖 面 十 分 广泛 . 在 本 节 中 , 我 们 
约定 , 如 无 特殊 声明 , 所 指 的 四 边 形 不 必 是 凸 的 一 般 的 四 边 形 . 
6.2.1 ”四 边 形 中 边 三 角形 和 对 角 线 分 点 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 
定义 6.2.1 ”以 多 边 形 两 条 对 角 线 上 两 个 分 点 之 间 的 连 线 为 一 边 的 三 角形 , 称 
为 该 多 边 形 的 对 角 线 分 点 三 角形 . 
特别 地 , 以 多 边 形 两 条 对 角 线 中 点 之 间 的 连 线 为 一 边 的 三 角形 , 称 为 该 多 边 形 
的 对 角 线 中 点 三 角形 . 
定理 6.2.1 W PÆLE P. P, Ps P, 所 在 平面 上 任意 一 点 ,M,N; 分 别 是 对 
角 线 P,P,,2, Pi Pius 的 分 点 且 P,M,/M,P, 2 = Pipi Ni/NiP;ua = Aili = 1,2), Jl 


入 
Dpp,p, + MDpPsPs — (14- Ni)DPpMN = T+ x Dn p, (为 定 值 ) (6.2.1) 


Dpp,p, — À2Dpp,p, — (1 + à2)DPM N2 = Le Dnsas p, Orell). (6.2.2) 
证 明 ”如 图 6.2.1 所 示 . 设 平面 上 任意 点 的 坐标 为 Ple, y), 四 边 形 顶点 的 坐标 
为 Pi(zi,yi)(i = 1,2,3,4). 则 对 角 线 P, Ps, P, P, 分 点 的 坐标 分 别 为 


Z1 十 和 173 Yı 十 和 ly3 T2 十 和 Al1Z4 ya 十 和 1V4 
Mi D , Ni 5 ` 
lc-A l-cA 1+À1 1 十 和 1 


6.2.1 四边形 对 角 线 的 定 比 分 点 
根据 多 边 形 有 向 面积 公式 , 得 


1 
Dpp, P; =z (en — T14) + (z1y2 — T241) + (22 — £Y2)], (6.2.3) 


1 
Dprsp, —(zys — £34) + (zata 一 2413) + (z4y 一 vya)), (6.2.4) 
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1 
DpmMiNi “PITA [r(y1 十 Xiys) — (zi + M23)y + (z2 + 3uiz4)y — z(y2 + à1y4)] 


*3 


=L alim + Auza)(ya + Mya) — (22 + 3uiza)(yi + à1y3)] 


"9n n A) [(zyi — ziy) + (zy — xy») + M(zxys — zay) + Al(z4y 一 xya)] 


+ aryen — z241) + A(T1Y4 — T441) 
十 Ni(zaya 一 £243) + M(xaya — Tay3)]. (6.2.5) 
由 式 (6.2.3). 5X (6.2.4) 和 式 (6.2.5), 得 
Dpp, P, + Dpp,r — (1+ NM)DPM NM 
=L (ery — sayı) + 21 (zal — zat) — zs ripa — 22i) 
2 2 2(1 + A1) 
+ A (£144 — £441) + Ai (vaya — 2293) + AY(zaya — £4y3)] 
入 1 
=I le — £241) + (zx2ys — zay2) + (aya 一 Z4y3) + (xayv1 一 2194)] 
EN 
1+ À 
从 而 式 (6.2.1) 成 立 . 
同 理 可 证 式 (6.2.2) 成 立 . 
定理 6.2.2 Wt P 是 四 边 形 P, P,PsP, 所 在 平面 上 任意 一 点 ，M, N 分 别 是 对 
角 线 P, Ps, PaPa 的 中 点 , 则 


D P, P; Pa Pa 


1 

Dpp, p, + Dpp,p, — 2DPMN = 3 DP: P, p p, AEM), (6.2.6) 
1 

Dpp,p, — Dpp, p, + 2DpMN = 3D Pi PaP p, AEM). (6.2.7) 


证 明 ”如 图 6.22. TEXX (6.2.1) 和 式 (6.2.2) PFS A, = à = 1 并 注意 到 
Mi = N2 = M, N. = M> =N, 即 得 式 (6.2.6) 和 式 (6.2.7). 
P, 


P, P, 
6.2.2 四边形 对 角 线 的 中 点 
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推论 6.2.1 8 Q1, Q2, Q3, Q4 依次 为 四 边 形 P, P, Ps PA 1&31 P, P>, P> Ps, Pa Ph, 
PiP, 所 在 直线 上 任意 一 点 , M, N 分 别 是 对 角 线 P. Ps, P, P, 的 中 点 , 则 
il 
DQ, PaPa - 2DQ, MN = DQ4p, Pa - 2DQ4uMN = s Dnm rp, (AEM), (6.2.8) 


T 
Do, P.P, + 2DQ,MN = Dq.P;P, + 2DQ,MN = 3 PPa PaPa p, (A EM). (6.2.9) 


证 明 将 DQ. P. P>; = Do. P; Ps xs DQs Ps Pa —7 DQ. P.P. = 0 分 别 代 入 式 (6.2.6) 
和 式 (6.2.7) 即 得 式 (6.2.8) 和 式 (6.2.9). 
推论 6.2.2” 设 M,N 分 别 是 四 边 形 PP P, Ps P, 对 角 线 P, Ps, P; P, 的 中 点 , 则 


Dp, PaPa — DP, PaP, = 4DP, MN, (6.2.10) 


Dp, PoP, — Dp;p,p, = —4Dp,MN:- (6.2.11) 
证 明 ”在 定理 6.2.2 中 取 任 意 点 为 P% 


1 

Dn PaP, — 2Dp,MN = 5 DP, Ps Ps Pu (6.2.12) 
1 

Dp, P; Ps Jr 2DP,MN = gD Pi PaPa Pa- (6.2.13) 


sÑ (6.2.12)— 3X (6.2.13) 即 得 式 (6.2.10). 

同 理 可 证 式 (6.2.11). 

特别 地 ， 当 P PPP, 为 凸 四 边 形 时 ， 由 于 三 角形 PPP, P, PP. P, PP, 
P, Ps Pa, 与 四 边 形 P, P; Ps P, 都 是 同 向 的 , 故 有 


|SP, P.P, — Sp, p, p,| —4SpuN. |SP, pp; — S PaPa Pa| = 4Sp,MN- 
6.2.2 ”完全 四 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 
定义 6.2.2 ”平面 四 边 形 及 其 两 组 对 边 延 长 线 交点 所 构成 的 六 点 形 , 称 为 完全 
四 边 形 . 
定理 6.2.3 设 P, P, Ps PA 是 完全 四 边 形 ， P, P> 和 P4P4. P, Ps 和 P,P, 延长 线 


的 交点 分 别 为 U, V, Mi, N, 分 别 是 对 角 线 P.P, >, Piri Pirs 的 分 点 且 P,Mi/MiP uo = 
P, N, /N,P;,s = Xi(i = 1,2), W 


入 1 入 2 
Duan Ni >, TFN PP Pu: Dy MN: i C ITA P PI PP 
I IAol 


SUM, Ny = (LAP Pi Pas Pu SVM, N, = APP PoPa Pa: 


WEBB ”如 图 6.2.3 所 示 . 将 Dup p = DupsP, = 0 8l Dv p,p, = Dvp,p, 204) 
别 代入 式 (6.2.6) 和 式 (6.2.7) 得 
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1 入 2 
Dr Nm = -F yJ Pas Pu DvyiN, = CATA PP Pa Po 


因此 


Ii [Ao] 


SuM,N, = TF ASP PP Pa SVM, Ni = UF AER SP: 


图 6.2.3 四边形 两 组 对 边 的 交点 


推论 6.2.3 t M,N ZYy3| EEUU P, P,PsP, 对 角 线 P,P,,P;)P,I 的 中 点 ， 
U,V 分 别 是 两 组 对 边 P, P, 和 Ps P,, P, P, 和 P, P, 所 在 直线 的 交点 , 则 


1 1 
Dumn = —DvMN = ZJ ÍP: P: Ps Pu; SUMN = SvMN = 4 P Ps Ps Pa: 


证 明 ”在 定理 6.23 中 令 Xi = 09 = 1 即 得 . 
推论 6.2.4 W M,N 分 别 是 四 边 形 P,P,P,sP, WAR P,P,,P,P, 的 中 点 ， 
U,V 分 别 是 两 组 对 边 P,P, 和 PPa PaPa 和 P, P, 所 在 直线 的 交点 , M 


du-MN = dv-MN- 


证 明 ”由 推论 6.2.3 A18. 
推论 6.2.5 X M, N 分 别 是 四 边 形 P,P,P,P, 对 角 线 P, Ps, P, P, 的 中 点 , P 
是 MN 所 在 直线 上 任意 一 点 , 则 


1 
Dpp,p, + DppPsPs = DPPP, + Dpp,p, = zD Pi PaPa Pa (AEM), (6.2.14) 


证 明 将 Dpmn = 0 RA (6.2.6) 和 (6.2.7) 即 得 . 
特别 地 , 当 P, P, PsP, 为 凸 四 边 形 且 P 是 直线 MN 在 四 边 形 内 的 线段 上 的 任 
意 一 点 时 , 三 角形 PP,P,PP,P,PP,P, PPP, 与 四 边 形 P, P, Pa P, 都 是 同 向 的 ， 
故 有 
SPP, P. + Spp,p, = IPPP; + Spp,p, = J SP, PaPa Pa ON SEMEL). 
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即 凸 四 边 形 两 对 角 线 中 点 所 在 直线 在 四 边 形 内 的 线段 上 的 任意 一 点 与 各 顶点 的 连 
线 把 四 边 形 分 成 四 个 三 角形 , 其 中 两 个 相对 的 三 角形 的 面积 的 和 等 于 另 两 个 相对 的 
三 角形 的 面积 的 和 . 

推论 6.2.6 ”四边 形 两 对 角 线 的 中 点 所 在 直线 与 四 边 形 任 意 一 边 所 在 直线 的 
交点 与 这 边 的 对 边 所 成 的 三 角形 的 面积 等 于 原 四 边 形 的 面积 的 一 半 . 

证 明 ”如 图 6.2.4 所 示 . 不 妨 设 MN 所 在 直线 与 PP 所 在 直线 相交 于 O 点 ， 
由 式 (6.2.6) 得 


1 
DoPmP = 5;Pn P2 Ps P4: 


P, 


P; 


P, 0 P; 
图 6.2.4 四边形 对 边 中 点 所 在 直线 与 边 的 交点 


从 而 


SoPpsP, = ¿Sp nsn. 
推论 6.2.7 “平面 上 任意 一 点 到 四 边 形 一 组 相等 对 边 所 在 直线 的 有 向 距离 的 
和 为 定 值 . 
证 明 ”在 四 边 形 P,P,;P,sP, rB, 不 妨 设 dp p, = dpp, = a, 平面 上 任意 一 点 为 
P, 由 (6.2.6) 和 (6.2.7) 两 式 得 


1 i1 1 1 1 
s%: Dp-pp, ze Dp-p,p, = Za: Dp-p,p, + 3*' Dp-p,p, = s DP: P; Ps Pi 


所 以 
Dp_p,p; + Dp-p,p, = Dp_p,P, + Dp-p,p, = Dp, PaP p, /a( XE ë). 


定理 6.2.4 W P, P.,PsP, 是 完全 四 边 形 , PP 和 PaPa, P;P, 和 P,P, #@E 
长 线 的 交点 分 别 为 Vi, V. Æ M.N,V 分 别 为 对 角 线 P,P34, P, Pa, V Vo 的 分 点 且 
P, M/M Ps = PBN/NP = À, V,V/VV, = n, W 


A(u — 1) 


GF ON PPP Pa (6.2.15) 


DAMNryv = 
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WEBB ”如 图 6.2.5 AR. 设 对 角 线 分 点 的 坐标 分 别 为 M (21i), N (z2, 2), 对 
边 交 点 的 坐标 分 别 为 Vi(z3,ya), Vo(xa, ya) 于 是 V. V 的 分 点 的 坐标 为 


y ( 28-4. Hs em) 
1 二 A ° 1+u J` 


图 6.2.5 “完全 四 边 形 对 角 线 的 定 比分 点 


由 多 边 形 有 向 面积 公式 及 定理 6.2.3 得 


1 T3 + Hra Ua + L4 
D = : ji, Mb CMS 
VMN 2 |( um yi-— Tı um + (z1y2 2291) 
Ua + L4 T3 + T4 
=F | gge š 
( * l+ L+ # 3] 


li 
30 4 p) [(zsy — 2193) + (192 — z241) + (293 — 23y2)] 


H f , 
Ton cuj Al 2194) + (Zlga — z2y1) + (z2ya4 — TZa412)| 


m 
一 一 一 一 也 一 一 一 也 
ram SENE Wr VoMN 
1 A 


À 
Dx H 3 AE D p, P, PaPa + s : ü xay Pn nnn 
LANE no Pz Ps Pi 
(LHL --AyQ on 
定理 6.2.5 W PPRPP, 是 完全 四 边 形 , P, P, 和 P4P4. PaPa 4H PiP, 的 
交点 分 别 为 Vi, Vo, M,N 分 别 是 对 角 线 P. Ps, PP, 的 中 点 , V 是 ViVo 的 分 点 且 
ViV/VV2 = p, W 


DyMN = TE PAPPP 
证 明 ”如 图 6.2.6 所 示 . 在 式 (6.2.15) PFS A = 1 即 得 . 
推论 6.2.8 ”在 定理 6.2.5 rh, 三 角形 V MN 与 四 边 形 P. P, P. P, 等 积 的 充分 
必要 条 件 是 A= —3/58& — 5/3. 
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图 6.2.6 ”完全 四 边 形 对 角 线 中 点 所 构成 的 三 角形 
证 明 SvyMN = Sp prp, €? TU 
推论 6.2.9(Gauss 定理 ) ”对 边 不 平行 的 任意 四 边 形 两 对 角 线 的 两 个 中 点 与 端 

点 为 两 组 对 边 交 点 的 线段 的 中 点 共 线 . 


= +1 & u = 一 3/5 或 一 5/3. 


V 


Pi P, Vi 
图 6.2.7 完全 四 边 形 的 牛顿 线 
WEBB ”如 图 6.2.7 所 示 . 在 定理 6.2.6 FS u = 1 即 得 Dyus = 0, 从 而 Gauss 
定理 成 立 . 
6.2.3 ”四 边 形 中 中 点 三 角形 和 对 角 线 中 点 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 6.2.6 W Qi 是 四 边 形 P.P, P, P, XI P,P;, (i = 1,2,3,4) 的 中 点 ， 
M,N 分 别 是 对 角 线 P. P, P, 的 中 点 , P,Q, RR 分别 是 MN,Q183,Q2Q4 所 在 直 
线 上 的 点 , H MP/PN = À, Q9/QQs = u, Q3 R/ RQ4 = v, W 


1—A 

DPeies + DPR = AT AJ Dn pp, — Dp, Ps P.) (6.2.16) 
—H 

Dqoq.Q., + DQuN = AF p) (Dp, pP; Ps — Dp. pp); (6.2.17) 


u 


1 ; 
DnQiQs T DnMN = AL 3 vj DA RP ss Dp, Ps P. )- (6.2.18) 


1 十 
证 明 ”如 图 6.2.8 所 示 . W. P. P; Ps PA 顶点 的 坐标 为 Pi(xi, yi) (6 — 1, 2,3,4), T 
是 各 边 中 点 的 坐标 为 
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Qi (= Mp Ec m en) (i — 1,2, 3,4), 


图 6.2.8 ”四边形 对 角 线 中 点 连 线 和 对 边 中 点 连 线 的 定 比分 点 
HARPA M,N 所 在 直线 上 定 比分 点 的 坐标 为 


P (= + 23) + À(z2 + za) (yi + ya) 十 入 (V2 + w) 
2(14- A) ; 2(14- A) : 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


DPoiaes 
=s ue + z3) + A(zo + za))(y1 + y2) — (z1 + z2)[(y1 + ya) + A(yo + ya)]} 
taller + 22)(ys + ya) — (za + za)(y + 32) 


* rex + za) [i + y3) + 和 vy2 + a)] — [ri + 23) 4 A(za + z4))(ys + y4)) 
-WLOS [(x1y2 — 2291) + (zays — 2394) + sexe ee ap end] 


1 
T 30 X en — z1y3) + A(zay2 — x2y4)] 
1 
+ gius — 2331) + (z1y4 — z4y1) + (2s — *ay2) + (x2ya 一 Z412)]| 
1—A 1 
^S X en — z2y1) + (Zays — 23y4)] + a 4 Xj rst — 2193) 


+ A(z4y2 一 Z2V4)] + s lera — Z31⁄1) + (zy — Z412)|; (6.2.19) 
类 似 地 


1—A 
DpqsQa =a + A) 2288 — $392) + (z1y4 — z4y1)] 
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1 
+ A Xj rag — 2294) + A(y19s — z3y1)] 
1 
+ gata — Tay2) + (zat — 2193)]. (6.2.20) 


sÑ (6.2.19)--(6.2.20) 并 化 简 得 


1 一 入 
DPeies + DPQ2Q4 =F N [((ziya — z241) + (z2ya — £342) 


+ qa — Zz3Y4) + (1y4 一 2491) + 2(zay1 — z1ya)] 
= sie e — £241) + (293 一 Z3y2) + (xsy1 一 z193)] 


— [(z1ys — £341) + (zaya — zaya) + (xayi 一 2194)]) 
ALEX Dh — Dn PaPa). 

所 以 式 (6.2.16) 成 立 . 

同 理 可 证 式 (6.2.17) 和 式 (6.2.18) 成 立 . 

定理 6.2.7(Gergonne 定理 ) Z Qi 是 四 边 形 P,P,P4P, 各 边 PP ( = 
1,2,3,4) 的 中 点 , M, N 分 别 是 对 角 线 P, Ps, P, PA 的 中 点 , 则 MN, QiQs, Q2Q4 TH 
交 于 一 点 , 且 都 被 该 点 所 平分 . 

证 明 ”如 图 6.2.9 所 示 . ÆR (6.2.19) 和 式 (6.2.20) 中 分 别 令 到 入 = 1, 得 


了 peies = Dpq.Q. = 0, 


所 以 P 是 MN,QiQs, Q2Q4 的 中 点 . 


同 理 , 当 1/=1lz=1 时 ,Q@, 刀 分 别 是 MN, Q1Q3, QoQa 的 中 点 . 因此 M N, Qi Qs, 
Q2Q4 的 中 点 重合 , 定理 6.2.7 结论 成 立 . 


P, Qi P, 
图 6.2.9 四 边 形 的 Gergonne 定理 


注 6.2.1 ”定理 6.2.1 为 1940 年 基辅 数学 奥林匹克 题 . 
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6.2.4 ”四 边 形 中 分 点 三 角形 和 对 角 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 
定义 6.2.3 ”以 多 边 形 对 角 线 为 一 边 的 三 角形 , 称 为 该 多 边 形 的 对 角 线 三 角 
形 . 
定理 6.2.8 UE 已 是 四 边 形 P, P. Ps P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , Qi 是 边 P, P; i: 
的 分 点 且 已 Qi/QiP = Ali = 1,2,3,4), 则 
Dpp,p, + ADpp,p, — (1 + À)DPQiQs 


(Dp, P; P, ES Dp, P, Ps) ša (DP, PP, sd Dp,p,p,); (6.2.21) 


_ À A 
1+ 入 1 十 入 
Dpp,P, = 入 站 PP P, (1 + AX)Dpo;Qa 


A À 
= + Y (Dp. P:P; z D pP PPa) = IZA + x Dr rers — Dp, p,p,). (6.2.22) 


证 明 ”如 图 6.2.10 所 示 ， 设 四 边 形 P,P,)P,P, 顶点 和 任意 点 的 坐标 分 别 为 
Pi(zi, 2) (š = 1; 2,3,4), P(z, y), 则 各 边 分 点 的 坐标 为 


o, (= + Ma ti 十 Agi+l (6 2 1,2,8,45. 
N À 
P 
WA P; 


S 


图 6.2.10 ”四 边 形 各 边 的 等 比分 点 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


1 
Dpp,p, = gn — z1y) + (xiys — £341) + (ay — xys)], (6.2.23) 


1 
Dpp,p, = z(zyo — xay) + (x2ya — ay2) + (xay — xya)]; (6.2.24) 
2 


6.2 四边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 BE 


DpQiQs -=a + Aga) 一 (zl 十 Xz2)y + (za + Aza)y — x(ya + Au4)] 
B 2(1 i A? [(z1 + Az2)(ya + Aya) — (zs + Axa)(yı + Ay2)] 
=s len — q21y) + (xay 一 cya) + 入 (ZV2 - z2y) Ë A(xay zya)] 


1 
2(1 ra Ay [(z1y3 E z341) 十 入 (Z243 一 2392) 
+ A(iya — zai) + M (zoya — zayz)]. (6.2.25) 


由 式 (6.2.23)~(6.2.25) 得 
Dpp, p, + ÀDpp,p, — (1 + à)DPQ Qs 


= ee — zd) (ata — 2492) — zen ) 
一 了 7 193 31⁄1 9 2U4 4Y2 20 4 A) 193 — 931 


+ A(z2ya — 2332) + A(ziya 一 zat) + X (voa — zayz)] 
_ À 
SAFA +Ñ [((z1ya — z3t⁄1) + (294 — z4y2) + (xayo — z2ya) + (zay1 一 Z114)] 
À 

-1 ca x (Dp. PaPa 一 Dp, PPs) Ipa PRRP = Dp,p,p,); 
因此 , 3X (6.2.21) 成 立 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 式 (6.2.22) 成 立 . 

推论 6.2.10 X P 是 四 边 形 P,P.PP, 所 在 平面 上 任意 一 点 ，Qi 是 各 边 
已 PHG=123,4 P441 = P1) 的 中 点 , 则 


1 1 
Dpp,p, + DPPP, 一 2DpPQiQs x 3(DP.PP, = Dp, P, Ps) = s (Dn. np, A Dp,Ps P.) 
i (6.2.26) 
1 
Dpp,P, — Dpp, P, - 2Dpq.Q, = (DPPP, — Dejo) = 5(Dri p, — Drops). 
(6.2.27) 


WERA < À — 1, 由 式 (6.2.21) 和 (6.2.22) 即 得 式 (6.2.18) 和 (6.2.19). 
推论 6.2.11 W P, P;PsPi 是 四 边 形 , Qi, Qs DAVERA P, P,, Ps Pa 的 中 
点 , E, F 分 别 是 对 角 线 P, Ps, P, P, 和 对 边 P, Ps, P, P, 的 交点 , 则 


1 1 š 
SEQiQs == SrQiQs = 19 PPa — Sn Pa Pal = 了 SP p P, — Sp, s p, CAE D, (6.2.28) 


1 1 
SEQQ. = 8rQsQ. = 4| ses —Sp,p,p,| = Ir PaPa —SP, rs p. CREE). (6.2.29) 
证 明 将 五 ,下 分 别 代入 式 (6.2.26), 得 


1 1 
DzqiqQs E DrqiQs = -g(r PPa S Dp, P; Ps) I — (Dp. ns p, k Dp,p,P,); 
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注意 到 三 角形 P, P, Ps 和 PiPPa, P, P>P, 和 P, Ps P, 均 是 同 向 三 角形 , 上 两 式 两 边 
取 绝 对 值 即 得 式 (6.2.28). 
类 似 地 , 可 以 证 明 式 (6.2.29) 成 立 . 
定理 6.2.9” 设 PP 是 四 边 形 P, P. Pa P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , Qi 是 各 边 P, Pii 
(i — 1,2,3,4) 的 中 点 , 则 
1 


Dpp, pP, + DPPP, — 2DpQ2Q4 = g (Dr Psp. _ Dp, p, p ) (为 定 值 )， (6.2.30) 


1 
Dpp, pa + DPPsPs - 2DPQ1Qs = S (DP. oes — Dp, p p,) (为 定 值 )， (6.2.31) 


证 明 ”如 图 6.2.11 所 示 . 不 妨 设 平面 上 任意 点 的 坐标 为 P(z,y), 四 边 形 P. P> Ps 
P, 顶点 的 坐标 为 


图 6.2.11 ”四边形 及 其 各 边 的 中 点 


P, (0,0), P> (a, 0), Ps(b,c), P (d, e), FÆ P. P», P, Ps, Ps Pi, PAP, 中 点 的 坐标 分 
a a+b c b+d c+e d e 
AU Qi CORA 2 Spe 2 D 2 )e ($5). 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


1 
Dpp, P, = -3% (6.2.32) 


Dpp;p, = ile — e)z + (d — b)y + (be — dc)], (6.2.33) 


d—a-—b 一 1 
2DpQ;Q, = 5 y c ; am 4- i [(a + b)e — dc]. (6.2.34) 
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式 (6.2.32)4-(6.2.33)— (6.2.34) 得 
1 
Dpp, P, + Dpp, P, — 2DpQ2Q4 = 1 — a)e — dd, 


注意 到 Dp p, p, = ac, Dp, PaP, = za — d)c + (b — a)e] 即 得 式 (6.2.30). 
同 理 可 证 式 (6.2.31) 成 立 . 
定理 6.2.10 W P, PPP, 是 梯形 且 P, P; // Ps Pi, Qi, Qs 分 别 是 两 对 边 P. P>, 
PP, 的 中 点 , P 是 梯形 P, P; Pa P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , M 


Dpp, p, + Dpp,Pp, — 2DpqQ,Qs = 0( 为 定 值 )， (6.2.35) 


Dpp,p, — Dpp,p, + 2Dpq,qs = 0( 为 定 值 ). (6.2.36) 

证 明 ”在 式 (6.2.26) 和 (6.2.31) FẸ Dp, pp, = Dp,p,p, 即 得 式 (6.2.35) 和 
(6.2.36). 

推论 6.2.12 Wt P,P;P,P, 是 梯形 且 P, P,// PP4, Q1, Qs 分 别 是 两 对 边 P. Po, 
Ps P, 的 中 点 . 

(1) 车 PP 是 直线 Q183 上 任意 一 点 , 则 Spp, p = SPPP SPP, P, = SPPP; 

(2) 若 P 是 直线 Pi Ps(P,P,) 上 任意 一 点 , MUJ Spp, Pi = 2SpQi8s(SPPiP; = 
28pQQ;); 

(3) 车 P 是 直线 P,P,(P,Ps) 上 任意 一 点 , 则 Spp,p, = 2Spo,Q (SPP, P, = 
2SpQ1Qs)- 

证 明 (1) 将 Dpe,os =0 代 入 式 (6.2.35) 和 (6.2.36) 得 


Dpp,Ps = —D Ppp, Pa; Dpp, P. S —Dpp, Ps, 


等 式 两 边 取 绝对 值 即 得 Spp. p, = SPP Pa SPP. P. = SPPP- 

类 伏地, 可 以 证 明 (2) 和 (3) 中 两 式 成 立 . 

推论 6.2.13( 梯 形 的 施 泰 纳 定 理 ) “梯形 的 两 对 角 线 的 交点 与 两 腰 延 长 线 的 交 
点 的 连 线 必 平 分 梯形 的 上 、 下 底 . 

证 明 ”如 图 6.2.12 所 示 . 设 梯形 P,P,)P,P, 两 对 角 线 PiP, PaP, 和 两 腰 
P, Pi, Pa Ps 的 交点 分 别 为 E,F. ÆI (6.2.35) 和 (6.2.36) 中 取 任 意 点 P 分 别 为 
E^ F, 得 

DEQiQs = 0, DrQiQs = 0, 


于 是 E,Qi,Qs 和 F, Qi, Qs 均 三 点 共 线 , 从 而 E, F, Q, , Qs 四 点 共 线 . 
注 6.2.2 ”推论 6.2.13 为 1954 年 基辅 数学 奥林匹克 题 . 
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图 6.2.12 梯形 的 施 泰 纳 定理 


SUE ”外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


7.1 三 角形 的 外 、 内 三 角形 有 疝 面 积 的 定 值 定 理 及 其 应 用 


以 三 角形 的 三 边 为 边 分 别 向 三 角形 的 外 侧 (内 侧 ) 作 正 三 角形 , 这 三 个 正三 角 
形 的 中 心 所 构成 的 三 角形 称 为 三 角形 的 外 (内 ) 拿破仑 三 角形 . 在 几何 学 中 , 关于 
三 角形 、 拿 破 仑 三 角形 的 一 些 结论 是 著名 的 , 但 这 些 结论 之 间 的 联系 却 少 为 人 知 . 
为 此 , 本 节 首 先 给 出 三 角形 的 Au 外 、 内 三 角形 的 概念 ; 再 给 出 外 、 内 三 角形 有 
向 面积 公式 及 其 若干 推论 , 包括 著名 的 “外 、 内 拿破仑 三 角形 面积 之 差 等 于 三 角形 
面积 ”等 结论 ; 最 后 给 出 外 、 内 三 角形 中 有 向 面积 的 儿 个 定 值 定理 及 其 应 用 , 从 而 
推出 一 些 与 拿破仑 三 角形 有 关 的 等 积 定 理 、 三 线 共 点 定理 等 结论 , 揭示 这 些 公 式 、 
定理 与 三 角形 、 拿破仑 三 角形 的 一 些 已 知 结果 之 间 的 联系 . 


7.1.1 三 角形 的 (A, n) 外、 内 三 角形 的 概念 


定义 7.1.1 三 角形 P. P, Ps 各 边 P, P; (i= 1,2,3; Ps, ; = Pj, UFR) 所 
在 直线 把 平面 分 成 两 部 分 , 三 角形 所 在 的 部 分 称 为 直线 PP 的 内 侧 , 另 一 部 分 
称 为 直线 PiP 的 外 侧 . 

定义 7.1.2 ”在 三 角形 PPPs 各 边 PPa 所 在 直线 的 外 (P3) 侧 各 取 一 点 
Mi(Ni), YE M,Q; 1 P.P, , (N,Q; 1 P,P,,1), EEX Qi. WÈ P.Qi/QiPi41 = À, 
|MiQ;| = p |P;Pii] (INIQi| = p|P;Pii) (i = 1,2,3; > 0), 则 称 以 Mi, M2, Ms(N., 
Na, Ns) 为 顶点 的 三 角形 M i M>Ms (Ni No Ns) 为 三 角形 P, P,Ps WI (A, p) 外 (内 ) 
三 角形 (图 7.1.1 和 图 7.1.2). 


图 7.1.1 三 角形 的 (A, u) 外 三 角形 
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特别 地 , 三 角形 的 (1, V3/6) 外 (内 ) 三 角形 , 即 三 角形 的 外 (内 ) 拿破仑 三 角形 ; 
三 角形 的 (1,0) 外 (PI) 三 角形 即 三 角形 的 中 位 三 角形 . 为 方便 起 见 , 当 N,N, Ns 
中 有 两 点 或 全 部 重合 时 , 由 M, N, Ns 所 构成 的 线段 或 点 看 成 是 (A, u) 内 三 角形 的 
特殊 情形 . 


图 7.1.2 三 角形 的 (A, u) 内 三 角形 


7.1.2 ”三 角形 的 (和, 1) 外 、 内 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


定理 7.1.1 设 三 角形 M MM, (N1N2Na) 分 别 为 三 角形 P, P, Ps 的 (A, u) 
外 (内 ) 三 角形 , 则 


1 一 入 十 和 pE 

Dm, MaMs = EN Là y? DPpPs + — m (7.1.1) 
-At _ 2 fie 

DN, NaN; = ap t 32 | DPPP T + 2 dhea (7.1.2) 


其 中 当 P, P, Ps 为 正 向 三 角形 时 , SX (7.1.1) 取 “+” 号 , R (7.1.2) R *—" 5; AR 
向 三 角形 时 式 (7.1.1) Bx *—" S, sÑ (7.1.2) B ^ 5. 
证 明 ”如 图 7.1.3 所 示 . 设 三 角形 P, P, Ps 的 顶点 坐标 为 Pilti yi), YE MiQiL 
P, P, 1, EEX Qi. 于 是 垂 足 的 坐标 为 
Tit NTitl Wi 十 和 Wi 
e are er) enn. 
MiQi 的 直线 方程 为 


(£i + ATit1) (Titl — 2i) + (yi + Mit1) (Yit1 — Yi) 


(zi+1 — Z;i)Z + (Yi+ı — Yi)y = TAX 


(7.1.3) 
i Mi 的 坐标 为 M;(X;Y;), 向 量 PP 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 aili = 1,2,3). 
车 三 角形 P, P, Ps 为 正 向 三 角形 , 则 
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NEAR pur Cu ossa; 0 < e; < d 
Y — 1 十 入 2 
yi + Ayisi mx 
x |M;Q;|cos(x — ai), 7 «oim 
Yi + Ayiaa mx 
ERIT . P. ; e = 
_ LEA u | P; P;43| cos ai， 0 < ai < 5 
Yi + AYi+ı T 
3 ¿Pi —OGi)h = i < 
IFA H |P;iPi+1| cos(x — o;) z «i mx 
yi + Ayi ! 
= uzi ti) (i = 1,2,3), 
图 7.1.3 三 角形 的 边 与 z 轴 正 向 的 夹 角 
将 y, 代入 方程 (7.1.3) 得 


Tid ATi ; 
Xi = 一 一 n — qf; = 1,2,3). 
TA + u(yi+ı — yi) (i = 1,2,3) 
AT N,(X:, Y!) 的 坐标 
id Amiga yi + Ayiaa . 
po fi A 1 Ji T AYi+i MERSER a= 
i 1 十 X u(y +1 y: J Y; 1 X =P AL(Zi+1 $ç) (i 1 2, 3). 


于 是 
DM, M2M3 
3 
e 1 Ti + 和 Ci 二 1 Yi+1 + 入 Wi 十 2 
(2 i=1 {| 1 十 入 十 Ai+l ») x ee en 一 A(zi+2 — Ti+1) 


Z;+1 十 ÀTi+2 Vi + Ayi 
= br + (Vit2 一 9) x E — pizio1 — 24) 
1 


3 
204230 +A)? 5 [((ziyigi — Li+1Yi) + A 和 (Tiyi42—Tit2Yi) + A? (Tit1Yi42 — Ti+2Yi+1)] 
i=1 


3 2 3 
p 7 
-5 > (zizi42 — 22,4 + YiYi+2 — Vei) — 可 >  [(Ti+2Yi+1—Ti+1Yi+2) 
i—1 


i=1 
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+ (riii TEVEtL) (yia "o 


1-A- Mc 
EEDE (t+ — 211) => (Ziq1Vi — tiyi41) 
2(14- A) = 


2 [(zizi+2 2243) + (Vitia — yz) 


一 入 十 入 Bx 
= l'axe +A +34 j DP, P; Ps — 2 >l TiTiki — 722, 2) + (yiii — V212)] 
| — À + À 


Tt » ES 


m 
+4 >` [(z? + z2,, — 2mimi+1)+(02 + Vii — 2Yiyi+1)] 


1— A+ A2 
= | 一 一 一 一 一 D 33 
| (1 + À)2 + 3⁄2] P, P> Ps + 4 d. p, ,- 


若 三 角形 P. P; Ps 为 反 向 三 角形 , 则 三 角形 Ps P, P, 是 正 向 的 , 且 三 角形 P, P; P. 
对 应 的 Qu) 外 三 角形 为 三 角形 M3M2Mi1. 于 是 由 上 述 证 明 得 
2 3 
DMsM2 Mi = | + y Dp,p,p, + PE CM 


i=l 


等 式 两 边 乘 以 —1, 得 


2 3 
H 
DMiMiMa = kera + we Dp, P Pa 一 四 Y dhipan: 
{i1 


因此 式 (7.1.1) 成 立 . 

同 理 可 证 式 (7.1.2) 成 立 . 

定理 7.1.2 RZA Mi M2M3 (Ni No Ns) 分 别 为 三 角形 P, P; P, 的 (A, u) 
外 (内 ) 三 角形 , 则 
1 一 入 十 入 

(1 + A)? 

WERA sÑ (7.1.1)+(7.1.2) 即 得 式 (7.1.4). 

推论 7.1.1 设 三 角形 MiM2Ms (NiN2Ns) 分 别 为 三 角形 P, P, Ps 的 (A, n) 
外 (内 ) 三 角形 , B i? = Tor (À > 0), 则 这 两 个 外 、 内 三 角形 的 有 向 面积 的 和 
为 定 值 , 即 


DM, MıM; + DNiNsNs = 2 | 十 22 Dp, PaPa- (7.1.4) 


DuiMsMs + DNiNzNs = 2Dp, p, Ps. 
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证 明 将 jw2= TEST (A > 0) 代入 式 (7.1.4) 即 得 . 


推论 7.1.2 ”三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 与 内 拿破仑 三 角形 的 面积 之 差 等 于 三 
角形 的 面积 . 
证 明 ”如 图 7.1.4 所 示 . 在 式 (7.1.4) PR à= 1, u = V3/6 得 


DM, M2 Ms + DN, NaN; = Dp, p Pa- 


因为 外 (内 ) 拿破仑 三 角形 MiMaMs (NiNzN3) 与 三 角形 P, P;Ps, 是 同 向 ( 反 向 ) 
的 , 故 有 


SM MsMs — SN. N2Ns = SP Pz Pz- 


图 7.1.4 三 角形 的 内 、 外 拿破仑 三 角形 


推论 7.1.3 ”以 三 角形 的 三 边 为 边 分 别 向 三 角形 的 外 (内 ) 侧 作 正 方形 , 则 这 
三 个 正方 形 的 中 心 所 构成 的 外 (内 ) 三 角形 的 面积 的 差 等 于 三 角形 的 面积 的 2 倍 . 

证 明 ÆA (7.1.4) PR 入 = 1,4 = 1/2, 则 三 角形 MiM2Ms (Ni N>Ns) 即 是 
以 三 角形 的 三 边 分 别 向 三 角形 外 (内 ) 侧 所 作 正 方形 的 中 心 所 构成 的 外 (内 ) = fü 
形 . 由 式 (7.1.4) 得 


DM M2 Ma + DNiNsNs = 2Dp p, Pa, 


由 于 三 角形 Mi M2 M3 (NiN2N3a) 与 三 角形 P, P, Ps 是 同 向 ( 反 向 ) 的 , 故 有 
Sy, MaMs — SNiNzNs = ZSP, P> ps. 


7.1.3 三 角形 的 (和 ,4) 外 、 内 三 角形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 

EH 7.1.3 ” 设 PP 是 三 角形 P, P, P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , 设 三 角形 MMM; 
(NiNzNs) 分 别 为 三 角形 P, P, Ps 的 (X, i) 外 (内 ) 三 角形 , 则 对 固定 的 (1 > 0 4E 
意 ), 有 
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3 3 
1—A 
X DPPM = > DppiNin = Ty Dp. p, p (2958 8), (7.1.5) 
4=1 i=l 


证 明 ”如 图 7.1.5 所 示 . 仅 证 三 角形 PAPPP 为 正 向 三 角形 的 情形 . 设 三 角形 
P, P, Ps 的 顶点 坐标 为 Pi(zi,yi)(i = 1,2,3), 任意 点 的 坐标 为 P(r,y). 由 定理 7.1.1 
证 明 得 


Š IŠ Vi+1 + AYi+2 
一 
> DPP; Mipi UE 2, les — Tiy) + Ti [iue — p(zi2 一 2) 
1— S 


MC TED MERE PRA 
| 1+À kasa wa »*| 1 十 入 十 AUi+2 一 Wi+H1)|Y 
i+1 + Ayi 
UM = 一 Aci+2 一 0] ) 
1 à y 3 

E + 入) > (ziVi+l 一 Ti+1Yi) + 2043) > (TiVit2 — Ti+2Yi) 

1. À 

1 + x DP. PP, 


同 理 


5 DPpP,N;+1 TT XP ase 


7.1.5 三 角形 和 其 外 三 角形 项 点 的 性 质 


推论 7.1.4 35 —487É M1M3 Ms (NiNzN3) 为 三 角形 P, P> Ps ËJ (A, u) 外 (内 ) 
三 角形 , P 是 PM;a(PjN;a) (i = 1,2,3) 所 在 直线 上 的 任意 一 点 , 则 对 固定 的 
Alu 2 0 任意 ), 有 
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3 3 

1—A 
Y DPR Mian = Y DPP Naa A x DP: rr, (2928 18). 
i= t=1 
i *j 


证 明 ÆR (7.1.5) PS Dpp, mi = Dpr = 0 即 得 . 

推论 7.1.5 ” 设 三 角形 MiM2M3 (Ni N2Ns) 分 别 为 三 角形 P, P, Ps 的 (A, p) 
外 (内 ) 三 角形 , F,,G, 分 别 为 P; Mia 和 Pa Miss, P,Ni ai 和 Pipi Nə (ë = 1,2,3) 
所 在 直线 上 的 交点 , 则 


1—A 


i += X Sp, p, P, (i == 1,2,3). 


SrF,P,i M, = IG: Piy N; = | 


WEBB ÆR (7.1.5) 中 分 别 取 P 为 F,(G,), 等 式 两 边 取 绝 对 值 即 得 . 

j&it 7.1.6 WX P E:— HUE P, P, Ps 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 三 角形 Mi Mo2Ms 
(Ni Nə Ns) 分 别 为 三 角形 P, P> Ps 的 (1, u) 外 (内) 三 角形 , 则 在 三 角形 P P, M>, P P> 
Ms, PPM (PP, N2, PP,;Ns, PP4N) 中 , 其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 
角形 的 面积 之 和 . 

证 明 ÆR (7.1.5) 中 取 和 =1 得 


3 3 
> ,DPP;Mis T7 > DPPNiti = 0, 
i—l i=1 


因此 推论 7.1.6 结论 成 立 . 

推论 7.1.7( 第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 的 推广 ) ” 设 PP 是 三 角形 P. P; Ps 
所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 则 在 三 角形 PPP 的 三 个 中 线 三 角形 PP Mo, PP Mi， 
PPsM, 中 , 其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

证 明 ”在 推论 7.1.6 中 取 三 角形 Mi MzMs 为 三 角形 P. P; Ps 的 (1,0) 外 三 角 
形 即 得 . 

推论 7.1.8 ” 设 三 角形 Mi Ma Ms (NiN2Ns) 为 三 角形 P, P, P, 的 (1, u) 外 (内 ) 
三 角形 , P 是 Pi M;i+1(PiNj+1)(j = 1,2,3) 所 在 直线 上 的 任意 一 点 , 则 P 与 其 余 两 
线段 P,M,, (PiN; (i= 1, 2, 3; i £j) 所 组 成 的 两 个 三 角形 的 面积 相等 . 

证 明 ”不 妨 设 P 是 P, M> 所 在 直线 上 任意 一 点 , 由 推论 7.1.6 得 Dpp,m + 
Dpp,m = 0. 因此 三 角形 PP; Ms 和 三 角形 PPM, 的 面积 相等 . 

推论 7.1.9 WX PP 是 三 角形 PPP 某 中 线 所 在 直线 上 的 任意 一 点 , 则 PP 与 
其 他 两 条 中 线 所 组 成 的 两 个 三 角形 的 面积 相等 . 

证 明 ”在 推论 7.1.8 中 取 三 角形 Mi Mo Ms 为 三 角形 P. P, Ps 的 (1,0) 外 三 角 
形 即 得 . 
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推论 7.1.10 ” 设 三 角形 Mi MMs (NiNzN3) 为 三 角形 P,P;)jPs 的 (1, p) 外 
(内 ) 三 角形 , 则 P, Mo, P.,Ms, PsM (P, No, P;Ns, PAN) 所 在 的 三 条 直线 相交 于 

WEBB ”如 图 7.1.6 和 图 7.1.7 所 示 . 在 推论 7.1.6 中 取 P X PL M», P, Ms(P, No, 
PN) 所 在 直线 的 交点 , W Dpp,m， = O(Dpp,N, = 0), 从 而 P 在 PBMi(PsNi) 
所 在 直线 上 , 故 P, M>, P,Ms, P|, M (PI N2, P;Ns, PsNi) 所 在 的 三 条 直线 相交 于 
一 点 . 


图 7.1.6 PM», P;Ms, PM 相交 于 一 点 


N 
3 
P, PN P, 
PN, 
N, 


图 7.1.7 PiN2, PəsNs, PBNi 相交 于 一 点 


推论 7.1.11( 三 角形 中 线 定理 ) ”三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”在 推论 7.1.10 中 取 三 角形 Mi MM 为 三 角形 P, P, Ps 的 (1,0) 外 三 角 
形 即 得 . 

推论 7.1.12 WZH MiM2M3 (NiNzN3) 为 三 角形 P, P, Ps 的 外 (内 ) £ 
破 仑 三 角形 , W P, M», P,Ms, P, M (P, Nə, P;Ns, P4IN1) 所 在 的 三 条 直线 相交 于 

WEBB ”在 推论 7.1.10 取 u = V3/6 即 得 . 


7.2 多边 形 的 内 、 外 多 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 
在 7.1 节 中 , 论述 了 三 角形 的 外 、 内 三 角形 中 有 向 面积 有 关 的 问题 , 本 节 主要 研 
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究 凸 多 边 形 中 类 似 的 问题 , 把 三 角形 的 外 、 内 三 角形 的 概念 推广 到 凸 多 边 形 的 情形 . 

首先 给 出 凸 多 边 形 的 (N) 外 、 内 多 边 形 的 概念 ; 其 次 给 出 凸 多 边 形 的 (A, u) 
外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 一 些 性 质 , 从 而 推出 著名 的 Cesaro 定理 ; 最 后 给 出 多 边 形 
外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 几 个 定 值 定理 及 其 应 用 , 从 而 推出 一 些 与 多 边 形 外 、 内 多 
边 有 关 的 等 积 定 理 、 三 线 共 点 定理 等 结论 , 揭示 这 些 结论 与 一 些 经 典 的 几何 问题 之 
间 的 联系 和 一 些 数学 竞赛 题 的 背景 . 


7.2.1 AZARI (A, u) 外 、 内 多 边 形 的 概念 


定义 7.2.1 DEAE PPP, 各 边 PiP (i=1,2,…,n; Pati = Pj, A 
下 类 同 ) 所 在 直线 把 平面 分 成 两 部 分 , 凸 多 边 形 所 在 的 部 分 称 为 直线 P, P, ,, 的 内 
侧 , 另 一 部 分 称 为 直线 P, P, , 的 外 侧 . 

定义 7.2.2 ”在 凸 多 边 形 P Pj... Pa 各 边 PPa 所 在 直线 的 外 (内 ) 侧 各 取 
一 点 Mi( 和 Ni), TF M.Q; 1 P.P, I (NiQiLPiPi+1), SER Qi. WR PiQi/QiPi = 
À, |MiQi| = plPiPin| (NiQi| = i| P;Pii) (i = 1,2,- nin > 0). 则 称 以 Mi, 
M2,… ,Man 为 顶点 的 多 边 形 Mi M2… M, 为 多 边 形 Pi 性 … P, 的 (A, u) 外 多 边 
JÉ; V Nj,No, ,Na 依次 构成 多 边 形 , WE NN- -Nn 为 多 边 形 PPS. P, HS 
(A, u) 内 多 边 形 . 

特别 , 当 Ni, Nə,: , Nn 中 有 连续 三 点 或 三 点 以 上 共 线 时 , 由 N i, N2,… ,Nn 
所 构成 的 多 边 形 或 线段 或 点 看 成 是 (A, u) 内 多 边 形 (多 角形 ) 的 特殊 情形 . 


7.2.2 多边形 的 (A, n) 外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 性 质 


EH 7.2.1 设 MıMə--- M, (N1No--- Nn) 为 多 边 形 P, Po- -- P, BJ (A, u) 外 
多 边 形 (内 多 边 形 ), Wi 


Dag SE ME 7 Tg saan = PL (7.2.1) 
其 中 当 Pi P... P, 为 正 向 多 边 形 时 , 5X (7.2.1) 取 7 4; ARZANA —" 
=. 
证 明 不妨 设 PSP Pa AEREE, P, Po- PSI MI Mo- MA(N No : : ` 
Na) 顶点 的 坐标 分 别 为 P(x, yi) 和 M: (Xi, Yi), N(XLY/)(i = 1,2,--- ,n). 于 是 Q, 
的 坐标 为 


Ti ATitl Vi 十 和 yi+l T€ 
Q, ( +A E I + À ($—1,2,---,n). 


由 定理 7.2.1 类 似 的 方法 可 得 


Ti 十 AZi+1l Yi + Àti+1 
¿ = i — yi), y; = — ——L—— — 7 一 Ti j— 1.2,---.n 
X iX + u(Yi+ı — yi); iud HTitl — Ti))(i = 1,2 n), 
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x' 8 十 AZi+1 


jy y), W = M Acta —-—-— = 1 n 
TEN HA(Vi+i Vi); Y; = THA + u(zi41 zi)(i = 1,2, , n). 


DM: Mus. M, 


L< £i + 和 Zi+1 Yi+ı + AyYi+2 
xl ii t iyi -w) X [ue Ue — (nian eer) 


i == 十 入 Zit2 


i 十 Ayi 
IFA + u(yixa 一 z x k= — u(zi+i 一 2) ) 


1 n 
=> FA +J 5 [1 + A?) (ziyit1 — miii) + A(ziyi--2 —ti42yi)] 
i=1 


n n 
E E > (zizi+2 — 22,1  Viie2 — Vei) — E > [(Li+2Yi+1—Ti+1Yi+2) 
+ eitis — Seri) + (titira — eas). I (7.2.2) 
类 似 地 
DN,Nz--.N,. : 


20 十 入 )2 * [1 十 A?) (TiYi+1 — Ti+1Yi) + A(Ziyi42—Ti429i)] 
i=1 


TL 
F 5 ». (ZiTit2 — 2241 + Yiyit2 — Vii) 
n 
ni 3 SN [(Ti+2Yi+1—Ti+1Yi+2) 
i-l 
十 (Zi+12i 一 Ziyit1) + (TiYi+2 一 Zi+225)]， (7.2.3) 
sÑ (7.2.2)— sÑ (7.2.3) 得 


TL 
2 2 
Dui M; M, — DN Ns N, = — 723 (riXxik2 — Zit1 + YiYi+2 — Vii) 


i=1 


n 
m 
2 5 [(z? 一 2zizi42 + 12,2) + (y? — 2yiyit2 + 9242)] 


$=1 
M n 
732, dhipan 
从 而 式 (7.2.1) 成 立 . 
定理 7.2.2 Vt MiM2MsMa (NiNzN3Na) 为 四 边 形 P. P; Ps P, 的 (A, u) 外 四 
边 形 (内 四 边 形 ), 则 
X22 
DM, M2 Ms Ma = la + X92 d Dp, p, Ps Pa = FD dba (7.2.4) 


i=1 
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2 2 
DN: N2N3N4 = ER + i| Dp P. Ps Pa F 2 2 dhipan (7.2.5) 
其 中 当 PAPPP, 为 正 向 四 边 形 时 , R (7.2.4) R ^ 5, 式 (7.2.5) 取 *—" =; 为 
反 向 四 边 形 时 式 (7.2.4) 取 “ 一 ”号 , A (7.2.5) RC “+” 5S. 
WEBB ”如 图 7.2.1 所 示 . 若 P, P, P3 Pa 为 正 向 四 边 形 , 在 定理 7.2.1 的 证 明 中 令 
n = 4, 并 注意 到 
4 1 4 
2. (ziyic2—tie2yi) = 0, Dp, P, Ps P, = 5 > (Geri mi AT); 
4=1 


$=1 


72.1 ”四边形 的 (A, p) 外 (内 ) 四 边 形 


由 式 (7.2.2) 和 式 (7.2.3) 分 别 得 


1 十 入 u - 
DM, Ma Ms Ma = nm + e| DP, PiPPa — ç Y Lizit2 — 21a + Yiyit2 — VÀ) 
i=1 
1+2? u - 
= [ap t Panan + Ed 
$=1 
1-2 H = 
DN, NaN3N, = [a T p| Dp, P, Pa P, + 了 > (TiTi+2 一 Tika + YiYi+2 一 Yi) 
i=1 
14A g P s 
= m t p° | Dp, 5B 3 P» 


类 似 地 , 可 以 证 明 PL P» Ps Ps 为 反 向 四 边 形 的 情形 . 
从 而 式 (7.2.4) 和 式 (7.2.5) 成 立 . 
注 7.2.1 ”在 定理 7.22 PS 4 — 0, 即 得 定理 6.1.4. 
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推论 7.2.1. W MiM2M3Ma (Ni Nə NsNa) 为 四 边 形 P, P, Ps P, WJ (A, p) 外 四 
边 形 (内 四 边 形 ), 则 


14A? 
DM, Ma Ms Ma + DN, Na Na Na —2 l 


UFA? + | DP p; Ps Pa ` (7.2.6) 


WEBB — 5X (7.2.4)- (7.2.5) 即 得 式 (7.2.6). 

EH 7.2.3 WE MiM2… Mn (NiN2… Na) AZÉ PiP- - . P, ËJ (A, n) 外 
多 边 形 (内 多 角形 ), 则 多 边 形 Mi Mo… Mn( 多 角形 Ni No --- Mn) 的 重心 和 多 边 形 
P, P>: PS 的 重心 重合 . 

má 不 妨 设 PQPe PP, 为 正 问 多 边 形 ，Pi PP… a qaq -Mn 和 N. 
Na. 顶点 的 坐标 分 别 为 P(zi yi); Mi( Xi, Yi) 和 N;(X/, YY)(i = 1,2,:… n), € 
pe G(xo, yo) , G'(zo, yo) 和 G" (z'o y'o), W 


1 
zh = LOG Xe b), yo — Ut t Ya Ya) 
n 1 1 , / H 1 , 1 1 
Z o= (Xi t Xa+ + Xn), y 0= Yi +Y +: + Yn). 


由 定理 7.2.1 的 证 明 可 得 


Yi 十 AYi+ı 


X; = NE +u i) Yi- ia U(ziy1 一 2i)) (6 = 1,2, n); 
Tti + 入 C ; 十 Ayi 
X; = — 1 E NE —n(yai-u) Y; = ALI + p(zici— zi) (i -1,2,---,n). 
于 是 
LA Tort Ana 
j — D t+ ⁄ m 
m= k: k= t u(yia ») 
T, 
n(14 À) > (zi S) + 35 (Yit1 — yi) 
1 G n 1 n 
Det Dan) =S= 
n(1 +A) j=l i=l 
同 理 
1 3 
Y=- Mi =, z”o=) m= Y= Li — Vo 
4—1 ¿=1 i—l 


所 以 多 边 形 MM- Mn( 多 角形 MN- NS) 和 多 边 形 PiP- P, 的 重心 
重合 . 
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推论 7.2.2(Cesaro 定理 ) ”以 三 角形 PPP 的 三 边 分 别 向 外 作 三 个 相似 的 
三 角形 P, P, M... P; Ps Mo, Ps P, Ms, 则 三 角形 P, P, Ps 和 三 角形 Mi M>Ms 的 重心 
Sé. 

证 明 ”如 图 7.2.2 所 示 . 在 定理 7.2.3 中 , n — 3, 由 其 中 外 三 角形 MiM»Ms 


的 结论 即 得 . 
P, M, 


M; 


P, P, 


M, 
图 7.2.2 Cesaro 定理 


7.2.8. 多边形 的 外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 几 个 定 值 定 理 及 其 应 用 

定理 7.2.4 ”以 三 角形 P, P, Pa 的 三 边 向 外 作 正 方形 P;Qi Rai Pipi, P. o N, L 
已 PH F Ni, P 是 P, 2 N, 所 在 直线 上 任意 一 点 《= 1,2,3), W 

(1) 直线 PN; 经 过 Riy2Qi42 的 中 点 ; 

(2) 线段 Qua Ria 的 中 点 到 P, P. , 的 距离 等 于 P.P, I 长 度 的 一 半 ; 

(3) DppQi41 = DPP R: (ER Spero. = SPP, n)(i = 1,2,3); (7.2.7) 

(4) Dg,Q,Q, = Dn, RaRa (EÈ 89,949. = Sn RaRa); (7.2.8) 

(5) Dp,n.Q, = DP n;Qs = Dp,nsQs (EK, SP, RQ: = Sp, n,Q, = SPsRsQs)- (7.2.9) 

证 明 ” 如 图 7.2.3 所 示 . 对 固定 的 ¿ 以 PP 所 在 直线 为 z 轴 建 立 坐 标 
R. 不 妨 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 P,(0,0), P41(a,0), Pi42(b,c). 则 由 定理 7.1.1 证 明 
可 以 求 得 各 长 方形 其 余 顶 点 的 坐标 分 别 为 Qi(0, —a), Ripi (a, —a); Qirila + c,a — 
b), Ri42(b 4- c, a — b + c); Qi, 2(b — c, b + c), Ri(—c, b), 垂 足 的 坐标 为 N;(b,0), P; o Ni 
所 在 直线 上 任意 点 的 坐标 为 P(b,y). 于 是 

(1) 线段 RiQi 中 点 的 横 坐 标 为 b, 从 而 直线 PzN; 经 过 及 +2Qi+a 的 中 
M; 

(2) 线段 Qua Ria 的 中 点 的 纵 坐 标 为 -6/2, 从 而 线段 Qa R.A 的 中 点 到 
已 Pi 的 距离 等 于 P.P, a 长 度 的 一 半 ; 

(3) 因为 2Dpp,Q a, = (a + c)y — (a — b)b,2Dpp, R; = —a + ab - cy — b2, 两 
式 相 减 即 得 式 (7.2.7); 


- 192. 第 7 章 ”外 、 内 多 边 形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


(4) 因为 
2DQ,Q,Q, —a(a + c) + (a + c)(b + c) — (a — b)(b — c) — a(b — c) 
=a? +b? + c? — ab + 4ac, 
2Dn,n,n, —ac — ab + a(a — b + c) + a(b + c) + (b + c)b + (a — b + c)c 
=a? + b? + c? — ab + 4ac, 


所 以 式 (7.2.8) 成 立 . 


图 7.2.3 三 角形 的 外 正四 边 形 


(5) 因为 
I 
DP, RQ: ni 
Lx 1 
Dp,n;Q; -3l-4 T a(a — b) + a(a + c — a(a — 0)] = 326 


Drno =la — b + c) — (b+ c)e- (b+ o)? 
- (b — c(a — b-e) -- (b — e= (b-- )] = ac, 


所 以 式 (7.2.9) 成 立 . 

注 7.2.2 ”本 题 第 (1) 部 分 结论 为 1964 年 基辅 数学 奥林匹克 竞赛 题 ; 第 (2) 部 
分 结论 为 1996 年 山东 省 数学 奥林匹克 竞赛 题 . 

推论 7.2.3 ”以 三 角形 P, P, Ps 的 三 边 向 外 作 正 方形 P;Qi Ri IP; 1 (i = 1,2,3), 
则 


PazPiQit SP Pi, i Ri (i = 1, 2,3). 
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证 明 ”如 图 7.2.4 所 示 . ER (7.2.7) PR P 为 已 + 即 得 . 
推论 7.2.4 ”以 三 角形 P, P, Ps 的 三 边 向 外 作 正 方形 P;Q; Ri; P, ii, P. 2 N, L 
已 PH 于 Ni, W P;Qii; Pi R, 和 P, ə N, 所 在 直线 相交 于 一 点 Gili = 1,2,3). 


Rin 
图 7.2.4 三 角形 面积 相等 


证 明 ”如 图 7.2.5 所 示 . ÆR (7.2.7) PR P 为 PQiti 与 P,,ə N, 所 在 直线 交 
点 Gi, 即 得 DG,p,,iR; = 0, 因此 G, 在 P, i R, E, 于 是 P.Qia, Pia R, 和 P, oN, 
所 在 直线 相交 于 点 Gi(i = 1,2,3). 


图 7.2.5 P;Qia,Pua Ri; 和 Pipo N, 所 在 直线 相交 于 一 点 


推论 7.2.5 ”以 三 角形 PPPs 的 三 边 向 外 作 正 方形 P,Q R. Pia, P. 2 Ni L 
PP F Ni T; 是 RiQi(i = 1,2,3) 的 中 点 , W P, 2 N, 所 在 直线 平分 Rii2Qi42 B. 


Spy PiQua = Dran Ro S N;PIQiua = SN, P, 1 Ri (i e 2,3). (7.2.10) 
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WEB ”由 定理 7.2.4 证 明 , 求 得 Fuss Qua 中 点 的 坐标 为 +2 (b, a + e), 因此 
Ti,» YE P,;,ə N, 所 在 直线 上 , 从 而 Pj2N; 所 在 直线 平分 Riy2Qi42. 又 在 式 (7.2.7) 
中 分 别 取 P 为 Tir, Ni, 即 得 式 (7.2.10). 

定理 7.2.5 ”以 三 角形 PPP 的 三 边 PPa 向 外 (W) 作 相 似 的 长 方形 
P.Q R Pi (P,Q;Ri Pr) H. IPQiN/IPPn|= |P,Q;|/|Pi Pi, il = B) = 1,2,3), 
P 是 三 角形 P, P. Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


3 3 
Y Drounas > Dron, xa (3,2 E 1)Dp, P; P; (7.2.11) 
i=1 i=1 


证 明 ”如 图 7.2.6 所 示 . 设 三 角形 PPP 的 顶点 坐标 为 P(xi,wi;), 根据 定理 
7.2.1 的 证 明 , 可 得 各 长 方形 PiQiRi Pia 另外 两 个 顶点 的 坐标 


ilmi + blti — yi) yi + ulti — 2i)) (6 = 1,2,3), 


Ripa (zipi cuya — yi) Yiyi + Alri — 23) = 1,2,3). 
TE 


3 3 
25 DPQiraa =》 {zlyi — ulti — 2)] — [i nya — vi)ly} 
i=1 i=1 
3 
+ x {[zi+2 + n(yie2 — yi+ı )ly — Z[yi+2 — (iua — $541)]) 


i=1 


8 
+ S ni + pyri — yi)llyi+2 — ulzi — Zit1)] 
i—1 
— [zit2 十 AGO+2 — veau — u(xia — 2i)]) 
3 
=r >` [(yi — Yi+2) + (zi + tica — 22441)] 
i—l1l 


3 
ty tj [(£i+2 — Ti) + HYi + Yit2 — 2yi+ )] 
i=l 
3 
ap BC — tiy2yi) + H Y (zz mi — Otiz) 
i=1 i=1 


3 
+ (yiii + Yi+1Yi+2 — 2yiic2)] + U? Y (Siyi — mia) 
i—1 
+ (Ziqiyie2 一 Li+2Yi+1) + (Ti+2Yi — tiyis2)] 
3 
(ziii — Tiyi41) + a M enims + T;Z;+1 一 224.:17,) 
1 i=1 


Me- 


9: 
Il 
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+ (Yiyitl + YiYi+ı — 2Yi+1yi)] 


3 
+p? Y [liyi 一 Si41Vi) + (TiYi+1 — ziii) + (LiYi+ı — Ti+1y:)] 


4=1 


3 
-(3u? — 1) >》 (ziv — Tiriyi) = 2(3p2 — 1)Dp P, Ps, 


i=1 


3 
从 而 >  Dpq,n.,: x (3p? — 1) Dp, p, P3- 


i=1 


图 7.2.6 三 角形 的 外 相似 长 方形 


3 
类 似 地 , 可 以 证 明 > Dpoir , = (30? — 1)Dp, paps, 因此 式 (7.2.11) 成 立 . 


i=l 
推论 7.2.6 ”以 三 角形 PPPs 的 三 边 已 PH 向 外 (W) 作 相 似 的 长 方形 
P.Q R a Pipi (PiQ;Ri i Piti) B. |P,Q.|/|P P, il = |P,Q;/|P; Pa] = 1/V3)(i = 
1,2,3), PP 是 三 角形 Pi P; Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 三 角形 PQ: Rs, PQ2Ri, PQs Ro 
(PQi R5, PQ) RI, PQR) F, 其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 
的 和 . 
证 了 明 ÆR (7.2.11) 中 令 人 = 1/V3 得 


3 3 
2 DpQins = > DpQ'R’,, = 0, (7.2.12) 
i=1 i—l 


因此 推论 7.2.6 结论 成 立 . 

推论 7.2.7 ”以 三 角形 PPPs 的 三 边 PiP 向 外 (内 ) 作 相 似 的 长 方形 
PIQi Ri iPa i (P,Q;Ri Pin) B. |Reil/IRPR+H = PQPP] = 1/V3)( = 
1,2,3), 则 直线 Qi Rs, Q2R1, Q3R2(Q1 R}, QLR}, QR, 相交 于 一 点 . 
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证 明 ”如 图 7.2.7 所 示 . W G 为 直线 Qi Ra, Qo R (QI R5, QIR!) 的 交点 , 则 由 
X (7.2.11) 得 DaQ,n, = 0(Dco'm = 0), 此 G 在 直线 QsR;(Q5R;) E. MER 
Qi Ra, Qo 4, Qs R2(Q1 R5, QSRI, QLR) 交 于 一 点 . 


定理 7.2.6 WK ABCD 5 ABCD, 同 向 相似 , B 与 Bi PES, P Æ 
长 方形 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


Dppp, — Dprco, + Dppp, = 0. (7.2.13) 


Rs 


R, 


Q R, 

图 7.2.7 三 角形 的 长 与 宽 之 比 为 1/V3 外 相似 长 方形 
证 明 ”如 图 7.2.8 所 示 . 设 长 方形 ABCD 顶点 的 坐标 为 A(0,0), B(a, 0), C(a, b), 
D(0,b), 任意 点 及 B, 的 坐标 分 别 为 P(x,y), Bi(c, d), 于 是 求 得 AB1C1D1 其 余 两 个 
顶点 的 坐标 C, (c- M ay =). Di (z z). 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


2Dppp, = (0 — ay) + (ad — 0) + (cy — dz) = —dz + (c — a)y + ad, (7.2.14) 
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2aDpco, = (ab — ad — bc)z + (ac — bd — a2) + (a? + b2)d, (7.2.15) 
2aDppp, = (ab — bc)z — bdy + b2d. (7.2.16) 


IÈ (7.2.14) xa—(7.2.15)4-(7.2.16), 并 化 简 即 得 式 (7.2.13). 

推论 7.2.8 KOÉ ABCD 与 4B1C1D1 同 向 相似 , B 与 p, PEA, WA 
线 BB.,CO,, DD, 三 线 共 点 . 

证 明 ”如 图 7.2.9 所 示 . 设 直线 BB.,CO, 的 交点 为 G, 将 G 代入 式 (7.2.13) 
得 Depp, = 0, 因此 G 在 直线 DD, E, 所 以 直线 BB, CC, DD, 三 线 共 点 . 


D C 
VAS 
图 7.2.9 


ik7.2.8 74 ABCD 5 ABCD: 为 同 向 正方 形 时 , 即 得 第 26 届 国 际 数学 奥 
林 匹 克 候 选 题 结论 . 


7.3 n 边 形 中 n 相似 形 中 有 问 面 积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


本 节 主 要 讨论 凸 n 边 形 的 相似 形 中 有 向 面积 的 的 定 值 定理 及 其 应 用 . 在 明 
确 凸 多 边 形 的 N 相似 形 概念 的 基础 上 , 分 别 给 出 凸 m 边 形 的 n 相似 四 边 形 、n 相 
似 和 矩形 和 三 相似 平行 四 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 , 并 讨论 这 些 定理 的 应 用 , 从 而 
推出 与 凸 n 边 形 的 n 相似 四 边 形 、n 相似 矩形 和 三 相似 平行 四 边 形 有 关 的 几 个 等 
积 和 多 线 共 点 等 方面 的 结论 , 包括 著名 的 三 角形 中 垂 线 定理 . 

7.3.1 m 边 形 中 n 相似 四 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 

EX 7.3.1 V P, P>: Pa Jt n VUE, 分 别 以 P. Pi G = 1,2,… ,n) 为 对 
角 线 作 n 个 相似 多 边 形 , 则 称 这 n 个 相似 的 多 边 形 为 PiP- Pa 的 n 相似 形 , 简 
称 n 相似 形 . 

定理 7.3.1 设 PQiPiyiRi(i=1,2,… ,n) 是 多 边 形 P, P; - Pa ERI n 相似 
四 边 形 , QiRiL P.P, 于 M, B. P;M;:/M;Pi+1 =À, do Pps = Id P; P, ÓR: —P; Pipa 
= u2dp,p, (i = 1,2,--- ,n), P 是 P, P, - - - P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
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2. Dpqn, = a 2 dp (为 定 值 )， (7.3.1) 
Y Bs mT. ea (为 定 值 ) 7.3.2 
— Q. M. 4(1 十 人) — PR , ( sus ) 
n g MAON _ 1) n : 
> Drap, = sË 4(14- À) > dh, p, (为 定 值 )， (7.3.3) 
i=1 i=1 


其 中 PP- P, AERZUEØENR P 5, nhi. *—" =. 

证 明 如 图 7.3.1 所 示 . 不 妨 设 PPB…P, K PiQiPi Rili = 1,2, ,n 
均 为 正 向 多 边 形 , 任意 点 的 坐标 为 P(x, y), PP» --- Pa 顶点 的 坐标 为 P,(z;, yi) (i = 
1,2,.… n). 于 是 根据 定理 7.2.1 的 证 明 可 得 Qi, Ri 的 坐标 为 


Li + A441 Vi  Ayia1 : 
e ( UA + au(yiai — Vi) , PX = (zi — Zi) | ü = 1,2,- ,n), 


Ti + Àz;+1 yi + Ayi . 
Ri (s — p2(Yi+ı — Yi) ， + pa(Ti+1 — Ti) ) (i= 1,2,... ,m). 


yi + Ayi Ti + Aci 
ux t == — (Git — s) =š [II t (yii 一 ») v} 
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o» š +L L m (Yip -w) ER + us (rii -可 | 


1 十 入 LLA 
天 十 AZ 计 1 ,| [Yit Agi Ñ | 
E | i ua (yii 站 | IFA M1(Tit1 — Ti) 
Ti + ATitl , Yi + AYi+ı | 
Xie IFA — p2(Yi+ı -| U — [PEL L arua = m) 
LA + H2 


13 À [Sua — J)yzizia + ALZ — 22) + (1 — Nyiyiti + Ayia — Vi] 
i=l 


n n 
—2z > ` (zi+i — 2i) 一 加》 (yit1 一 w} 
i—1l i—l 


NER D [(zizitl — £?) + (Yiyi — v2)] 


n S 
ES E us 


因此 式 (7.3.1) 成 立 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 式 (7.3.2) 和 式 (7.3.3) 成 立 . 

推论 7.3.1 W P,Q.P, a Rili = 1,2, ,n) Æ n VÉ PiP- Pa AR n AH 
似 四 边 形 , 其 中 Qi, R, 分 别 是 PiP P, BJ (X, u) 外 多 边 形 QIQ- Qn( 内 多 边 
JÉ RiR2…R) 的 顶点 , QiRiL 忆 PT F Mili — 1,2,--- ,m), P Æ P, Po- -- P, 所 在 
平面 上 任意 一 点 , 则 


Y: Pro -1) Droim, -1) Don ELE NC 为 定 值 )， 


其 中 BP P, 为 正 向 多 边 形 时 取 “+” 号 , 为 反 向 多 边 形 时 取 “-” 号 

证 明 ”在 定理 7.3.1 PS m = m = 即 得 . 

EH 7.3.2 B PIQIP a Ri (i 9 1,2, ,n) 是 n 边 形 PiP- Pa FISH n +A 
似 四 边 形 , Q;Rit1 垂直 平分 P.P, (ü= 1,2,… ,n),P Æ P, P>: P, 所 在 平面 上 任 
意 一 点 , 则 


Y Dror = 0( 为 定 值 ). (7.3.4) 
š=1 
证 明 ”如 图 7.3.2 所 示 . 在 定理 7.3.1 中 令 入 = 1 即 得 . 
推论 7.3.2 W P,Q.P; Rili =1,2, n) 是 nn 边 形 PiP- Pa 同 向 的 n 相 
似 四 边 形 , B. QiR 垂直 平分 已 PH T. Mili = 1,2,…,n),P 是 PLP--- P, 所 在 
平面 上 任意 一 点 , 则 在 以 下 各 组 三 角形 
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PQiRiG —1,2,..,n) PQiM;(i—-1,2,-.,n) PMiRi(i—1,2,-.-,n) 
rp, 其 中 正 向 三 角形 的 面积 的 和 等 于 反 向 三 角形 面积 的 和 . 


图 7.3.2 n 边 形 同 向 的 n 相似 四 边 形 


证 明 ”由 式 (7.3.4) 式 即 得 . 

推论 7.3.3. W 已 QiPHRi(i = 1,2,3) 是 三 角形 P, P> Ps 同 向 的 三 相似 四 边 
Æ, H QiR; 垂直 平分 P.P; F Mi(i = 1,2,3), P 是 P, P, Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 ， 
则 在 以 下 各 组 的 三 角形 


PQjR;(i 一 1,2,3), PQiMi(i 一 1,2,3), PMijR;(i = 1,2, 3) 


rp, 其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 面积 的 和 . 

证 明 ”如 图 7.3.3 所 示 . 在 三 角形 PQR, PQo Ro, PQsRs FP, 注意 到 其 中 必 有 
一 个 三 角形 和 另外 两 个 三 角形 的 方向 相反 , 由 推论 7.3.1 即 得 三 角形 PQ1R1i, PQ2R，， 
PQsRs 中 , 其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 面积 的 和 . 

另 两 组 的 证 明 类 似 . 

推论 7.3.4 X PiQiPi Rili = 1,2,…,n) Æ n WÉ P. P; -- Pa 同 向 的 n 
相似 四 边 形 , B. QiR; 垂直 平分 P.P, I 于 Mili = 1,2,… ,n), P 是 某 Qi Ri, (io = 
1,2,---,n) 所 在 直线 上 任意 一 点 , 则 在 以 下 三 组 三 角形 : 

PR mi tkh POMEL g mi Ah 
PMiRi(i = 1,2,--- ,n;i Z io) 

rp, 其 中 正 向 三 角形 的 面积 的 和 等 于 反 向 三 角形 面积 的 和 . 

证 明 ”注意 到 Dpo, n, — 0, 由 推论 7.3.2 即 得 . 

推论 7.3.5 X PBQiPiyiRi(i = 1,2,3) 是 三 角形 P, P> Ps 同 向 的 相似 四 边 
J], H QiR 垂直 平分 已 PH F Mili = 1,2,3), P 是 Qi R. (io = 1,2,3) 所 在 直线 
上 任意 一 点 , 则 以 下 每 组 三 角形 
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PQ R G = 1,2,3;i 5 io), PQ:Mı(i = 1,2,3;i # io), PMikR,(i = 1,2,3; i Z io) 
中 的 两 个 三 角形 的 面积 相等 . 


图 7.3.3 三 角形 同 向 的 三 相似 四 边 形 


证 明 ”注意 到 Dpq. R. = 0, 由 推论 7.3.3 或 在 推论 7.3.4 PS n = 3 即 得 . 
推论 7.3.6 W P,Q; P, i Ri(i = 1,2,3,4) 是 四 边 形 P, P, Ps P, 同 向 的 四 相似 
WAW, H Q;R; 垂直 平分 P.P, F Mi(i = 1,2,3,4), P Æ Qia R. (io = 1,2,3,4) 
所 在 直线 上 任意 一 点 , 则 以 下 各 组 三 角形 
PQiRi(i=1,2,3,4;i#io), PQiMi(i=1,2,3,4;i#i0), PMiRi(i=1,2,3,4;i@#io) 


中 , 其 中 一 个 三 角形 的 面积 的 和 等 于 其 余 两 个 三 角形 面积 的 和 . 

证 明 ”由 推论 7.3.4 即 得 . 

推论 7.3.7 REWE PPr- ,各 边 上 的 中 垂 线 中 有 n 一 1 条 相交 于 一 点 ， 
则 各 边 上 的 n 条 中 垂 线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”不 妨 设 QiRi(i = 1,2,… ,n 一 1) 所 在 的 n 一 1 条 直线 相交 于 G A, 将 
Dcaq;n, = 0(i = 1, 2,--- ,n — 1) RAR (7.3.2) 得 Doo, n, = 0, 因此 G 在 直线 
QnRn 上 . 从 而 多 边 形 PiP- P, 各 边 上 的 n 条 中 垂 线 相交 于 G A. 

推论 7.3.8( 三 角形 的 中 垂 线 定理 ) ”三 角形 的 三 条 中 垂 线 直 线 相交 于 一 点 . 

WEBB ”如 图 7.3.4 所 示 . 注意 到 QRU = 1,2,3) 所 在 的 三 条 直线 中 任意 两 条 
相交 于 一 点 , 由 推论 7.3.6 即 得 . 

jk 7.3.1 三 角形 三 边 的 中 垂 线 的 交点 即 三 角形 外 接 圆 圆心 , 叫做 三 角形 的 
外 心 . 
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图 7.3.4 三 角形 的 中 垂 线 相交 于 一 点 


7.3.2 m 边 形 中 n 相似 和 矩形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 

定理 7.3.8 W P,Q.P; Rili =12…,m) Æ n AÉ PiP- Pa RIDI AR 
的 N 相似 矩形 , Q;M;LP;P;1 F M; B P,M,/M,P,;, 1 = A, P Æ PLP--- Pa 所 在 
平面 上 任意 一 点 , 则 


n TE 
5 DPQ;R: = IFA >` Dr, p,...p, (为 定 值 ). (7.3.5) 
i—1 i=1 


证 明 ”如 图 7.3.5 所 示 . DO PP- Pa K PiQiPi Rili = 1,2,…,n) 均 
为 正 向 多 边 形 , 任意 点 的 坐标 为 P(z,y), PP 尸 … 记 ,顶点 的 坐标 为 P;(xi, yi), R.N, L 
P.P; F Nii = 1,2,… m), 则 PN;/NiPiyi = 1/A(i = 1,2,.… ,n). 于 是 根据 定 
理 7.3.1 的 证 明 可 得 Qi, Ri 的 坐标 为 


z; + Ami yi + Xyi | 
Qi (ee + u(yixi — yi); — u(ziq1— zi) | (i = 1,2,--- ,n), 


Zi 计 1 十 入 Ti i+1 + 入 Vi : 
Ri (tem — u(yix1 — Yi), - oe 十 AZi+l 一 )) (i= 1,2,---,n). 
所 以 


m 
25 DPoini 
i=1 
n 


u yi + AYi+ı Ti Atit I | 
= 2. t E = li(sig1 = s) = = + u(yiai — yi)| V 


— f [oi + Axiy n| [Yii + Ayi mat 
d » { = FEY t u(Vyi41 ») | ld À + u(zii-— xi) 


Titl + Avi od BETAU S 
pum A(yiaa w| IFA U(Ti+ı zi 
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= Titl + Amy f zt Vi1 + Ayi 
2» i4 X Aii w| y 2 14 À + ulti z 


TL P E 1 
=> É + Y (Jia yi) — 2u(Ti+1 -«) 


"^. [A-1 
-=y | (zi+1 — zi) — 2u(Yi+1 — 站 
i=1 
$ E A n m 
市 TEA (TiYi+1 一 Ti+1Yi) + DD (2i — 22) + (Viii — )] 


1—1 i—1l 


Í= Na 2(A. — 1) < 
= (TiYi+1 = Tir11/;) = : + = Y Dp... P, 
i=1 i=1 


因此 式 (7.3.5) 成 立 . 
^l 
m 
Q | 
7.3.5 n 边 形 同 向 的 相似 矩形 
ik7.3.2 ” 当 入 =1 时 即 得 定理 7.3.2 中 的 n 相似 正方 形 的 情形 . 


7.3.3 三 角形 中 三 相似 平行 四 边 形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 
定理 7.3.4 ”如 图 7.3.6 所 示 , 设 AM BN, BQCT 和 ASCR 是 三 角形 ABC 的 
三 平行 四 边 形 , P 是 三 角形 ABC 所 在 平面 上 任意 一 点 , W 
DpMN 一 Dpsn + Dpre = 0( 为 定 值 ). (7.3.6) 


证 明 “不 妨 设 任意 点 的 坐标 为 P(x,y). 平行 四 边 形 顶点 的 坐标 为 A(0,0), 
M(a,0), S(a+b,0), N(c, d), B(a+c, d), Q(a--b--c, d), R(e, f), T (a--e, f). C(a4-b--e, f). 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


1 . 
DpMN = gc mi a)y — dz + ad], (7.3.7) 
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i le — ci es Ae a ñ. (7.3.8) 


DprQ — Sle +c—e)y+ (f — d)z + (a 4- e)d — (a - 6 4- c)f]. (7.3.9) 
3X (7.3.7) 十 (7.3.8) 十 (7.3.9) 并 注意 到 ed — fc = 0, 即 得 式 (7.3.6). 
推论 7.3.9 Wt AM BN, BQCT 和 ASCR 是 三 角形 ABC 如 图 7.3.6 所 示 的 
三 平行 四 边 形 . 
(1) 车 PP 是 直线 MN 上 任意 一 点 , 则 SpsR = SprQ; 
(2) € 已 是 直线 ST 上 任意 一 点 , 则 SPM = SPTO; 
(3) # P 是 直线 TQ 上 任意 一 点 , 则 Spww = Spsn. 


图 7.3.6 三 角形 的 三 平行 四 边 形 


证 了 明 (1) 将 Dpww = 0 代入 式 (7.3.6) 得 Dpsn = Dero, 等 式 两 边 取 绝对 
值 即 得 Spsn = SPTQ. 

类 似 地 , 可 以 证 明 (2) 和 (3) 的 结论 成 立 . 

推论 7.3.10 ”如 图 7.3.7 所 示 , t AM BN, BQCT 和 ASCR 是 三 角形 ABC 
的 三 平行 四 边 形 , 则 这 三 平行 四 边 形 的 对 角 线 MN, SR,TQ 所 在 直线 共 点 . 


R T ë 


4 M 
G 
图 7.3.7 三 角形 的 三 平行 四 边 形 


证 明 ” 设 G 为 平行 四 边 形 AM BN, BQCT HAR M N, QT 所 在 直线 的 交点 ， 
将 G RAR (7.3.6) 得 Dasr = 0, FÆ G, S, R ZAH, 从 而 对 角 线 M N, SR, TQ 
所 在 直线 共 点 . 
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81 垂 足 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


众所周知 , 三 角形 外 接 圆 上 任意 一 点 到 三 角形 各 边 的 垂 足 在 一 条 直线 上 , 这 就 
是 著名 的 Simson 定理 , 这 条 直线 叫做 三 角形 的 Simson 线 . 本 节 利 用 有 向 面积 的 方 
法 讨论 有 关 的 问题 , 首先 给 出 垂 足 三 角形 的 概念 , 再 推导 垂 足 三 角形 有 向 面积 公式 ， 
从 而 推出 垂 足 三 角形 有 向 面积 中 有 向 面 积 的 一 些 定 值 定 理 和 著名 的 Simson 定理 、 
三 角形 的 共 点 线 定理 等 结论 . 我 们 发 现 Simson 定理 并 不 是 偶然 的 , 它 具 有 深刻 的 
背景 . 


8.1.1 ” 垂 足 三 角形 有 向 面积 公式 


定义 8.1.1 设 P 是 三 角形 P, P, Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 ,过 PP 向 只 P,PPs， 
PP, 所 在 直线 引 垂 线 PNi, PN2, PNa, 3 28 Ni, No, Ns. WERK Ni, No, Ns 所 构成 
的 三 角形 NNN; 为 P, P. Ps RF P 点 的 垂 足 三 角形 . 

为 方便 起 见 , 当 和 Ni, No, Ns 三 角 共 线 时 , 我 们 把 Ni, No, Ns 依次 构成 的 图 形 看 
成 是 垂 足 三 角形 的 特殊 情形 . 

定义 8.1.2 X Ni No Ns 是 三 角形 P, P, Ps 关于 P 点 的 垂 足 三 角形 . 如 果 三 
角形 P, P, Ps 和 三 角形 N N> Ns 的 绕 向 都 是 着 时 针 方 向 或 顺 时 针 方 向 的 , 则 称 三 角 
形 P, P, Ps 和 三 角形 NNN; 是 同 同 的 , 否则 称 为 反 向 的 . 

定理 8.1.1 X OC(R) 是 三 角形 已 书记 的 外 接 圆 , 圆心 的 坐标 为 Cla, b), 三 
角形 顶点 的 坐标 为 P,(a + Rcos0;, b+ Rsinb;)(i = 1,2,3), P 到 圆心 的 距离 为 7, 则 
三 角形 P, P, Ps 关于 垂 点 P 的 垂 足 三 角形 Ni N. Ns 的 有 向 面积 
3 3 
DN, NaN; = s (R? Es 77) Aaina — 0;) = d = KIL Taf (8.1.1) 
其 中 bipi = 0,, GC(R) 表示 以 C 为 圆心 、R 为 半径 的 圆 . 以 下 类 同 . 

WEBB ”如 图 8.1.1 所 示 . W P 点 的 坐标 为 P(a--rcos0,b--rsin0). 因为 有 向 
面积 是 平移 不 变 的 , 所 以 只 需 证 明 C 为 坐标 原点 时 式 (8.1.1) 成 立 . 当 a = b = 0 
时 , P, P, 所 在 直线 的 方程 为 


(sin 0; — sin 0; ,1)z + (cos 0; 1 — cos0;)y = Rsin(0; — 0;,1), 
Bp 
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it 0, . Bi + 0, i — 0, 
i cL a EEUU, s Mae cea. (8.1.2) 
2 2 2 
8.1.1 三 角形 的 垂 足 三 角形 
PNi 的 直线 方程 为 
(cos0;,1 — cos 0;) - z + (sin 0; 1 — sin 0;) - y = r[cos(0 — 8i+1) — cos(0 — 0;)], 
A 0i + 0i 0i + 6; 0; + 6j 
sin ——— Hl. mog A tsp c —rüin [8—————]. (8.1.3) 
2 2 2 
3X (8.1.2) 和 式 (8.1.3) 联 立 求 得 垂 足 Ni;(zi,yi;) 的 坐标 
R cos fi — iya — bitl sin Ve Hiin os Pi H Oeri i sin fi + Oivi raa 
2 2 sin 7 cos— >~ 
_ 0; — 01.3 0; + ipi I 0; + 0,11 . Oi + 0i 
=R cos 2 cos 2 r sin | 0 2 sin 2 
1 1 
=>R(cos 0, + cos 0; 1) + srlcos0 — cos(0 — 0; — 0i+1)] (à = 1, 2,3), 
— 0; res Tes 0; T 0;+1 dos 0; PH ain 0i rH 
yi — bt 0; + Oii — 2. 0; + Oii ái bi + Oii Oi F Oiya 
Kur Sasi —$ ge GENE = 


1 
=R(sin 0; + sin ĝi41) + srlsin0 + sin(0 — 0; — 0:,1)] (i = 1,2,3). 


所 以 
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DN NaNs 
1 3 

=- R° 5 [(cos 0, + cos 0, 1 )(sin 0i41 + sin 0; 2) 
e = 


— (sin 0; + sin 0;,1)(cos 0,11 + cos 0;,2)] 


3 
32 z^ `y {[cos 0 — cos(0 — 0; — i+1)][sin 0 + sin(0 — 82 — 03)] 
i=1 


[cos 0 — cos(0 — 8i+ı — i+2)][sin 0 + sin(0 — 0; — 0;,1)]) 
+ ime Í (cos 0; + cos 0;.,.1) sin 0 + sin(0 — 05 一 03)] 

P ah edi fw stet on ce dia 

— (cos 0, 1 + cos 0,3) [sin 0 + sin(0 — 0; — 0;,1)] 
— (sin 0; + sin0;41)[cos(0 — 01441 — 0i42)]} 


3 
LIP >. [sin(0; 1 cx 0;)4- sin(0;..9 一 gin 0;41) 十 sin(0;+2 — sin 0;)] 
i=l 


1 . š 
g tr >》 [sin(b + 0; 一 Oiz — 0, 2) == sin(0 + 0; 12 一 0; 一 0i+1)] 


#=1 


-lug og : in(0; 6) - lg? m |a Ba — 5 
=s -r P "TE Q = r L 2 z 


注 8.1.1 根据 垂 足 三 角形 有 向 面积 公式 可 知 , 对 与 三 角形 外 接 圆 同心 的 半径 
一 定 的 圆 上 的 点 而 言 , 垂 足 三 角形 有 向 面积 恒 为 定 值 . 
8.1.2 ” 垂 足 三 角形 有 向 面积 公式 的 应 用 


定理 8.1.2 ” 设 三 角形 P. P, P, 的 外 接 圆 的 半径 为 R, 点 P 到 三 角形 P, P, Ps 
外 接 圆 圆心 的 距离 为 r, 三 角形 P, P, Ps ATEA P 的 垂 足 三 角形 为 Wi NoN., 则 


2 
DNNsNs _ R2-— r2 


NA ' .1.4 
Dp. P. Ps 4R2 19 
SNNaNs _ |R? — r2| (8.1.5) 
Sp P; Ps 4R? ` k 


WEB] ” 设 三 角形 P, P, Ps 各 顶点 的 坐标 如 定理 8.1.1 Brix, 根据 三 角形 有 向 面 
积 公式 得 
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3 3 
1 b+H1 — 0i 
Dp, p.p, = QU > sin(0;41 — 0;) = İR? | | sin — (8.1.6) 
i=l i 


(8.1.1) 和 (8.1.6) 两 式 相 除 , 即 得 式 (8.1.4), IÑ (8.1.4) 两 边 取 绝 对 值 即 得 式 (8.1.5). 
定理 8.1.3 Ut OC(R) 是 三 角形 P, P, Ps 的 外 接 圆 , 则 三 角形 P, P, P, 关于 
OC(r)(r Z R) 上 任意 一 点 P 的 垂 足 三 角形 Ni No Ns 的 (有 向 ) 面积 恒 为 定 值 . 
证 明 ”根据 定理 8.1.2 知 , 三 角形 PiPPa 关于 @C(r)(r £ R) 上 任意 一 点 P 
的 垂 足 三 角形 Ni No Ns 的 有 向 面积 (面积 ) 均 为 


Lø 


r |R? — r2| 
DN, N2N; = 4R2 DP, PaP | SN: N2N3 = 


Br Saan) , 


其 值 仅 与 GC(7) 的 半径 无 关 , 而 与 垂 点 已 在 oC(r) 上 的 位 置 无 关 , 故 为 定 值 . 
定理 8.1.4 E OC(R) 是 三 角形 P, P; Ps 的 外 接 圆 , P 是 oC (R) 内 或 OC(R) 
5 OC(V2R)( 包 括 OC(V2R) 上 ) 间 的 环形 区 域 上 的 任意 一 点 ,， 则 三 角形 P P, Ps 
关于 重点 P 的 垂 足 三 角形 NI N. Ns 的 面积 不 大 于 三 角形 P. P, P, 的 中 位 三 角形 的 
面积 . 
证 明 设 |CP| = r. 由 已 知 条 件 得 0 入 < R Ë R < r < /2R. 从 而 
0 < |R2 —7?| < R2. 由 式 (8.1.5) 得 
|R? — r2| 
4R2 
定理 8.1.5 ”从 平面 上 一 点 P 向 三 角形 P, P, P, 的 各 边 PP (š = 1, 2, 3) 
引 垂 线 , 垂 足 为 Ni (i = 1, 2, 3), 则 
(1) 三 角形 P, P, P, 与 它 关 于 垂 点 P 的 垂 足 三 角形 N. No Ns 同 向 的 充分 必要 
条 件 是 : P 点 落 在 三 角形 P. P>. Ps 的 外 接 圆 的 内 部 (图 8.1.2); 


R2 
SNiNzNs = Sp, p, P, < igi S Pi Ps Ps = = ESP PaPe 


8.1.2 三 角形 外 接 圆 内 一 点 的 垂 足 三 角形 
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(2) 三 角形 P, P, Ps 与 它 关 于 垂 点 P 的 垂 足 三 角形 Ni No Ns 反 向 的 充分 必要 
条 件 是 : P 点 落 在 三 角形 P, P, P, 的 外 接 圆 的 外 部 (图 8.1.1); 

(3) 3& E. Ni, No, Ns 共 线 的 充分 必要 条 件 是 : P 点 落 在 三 角形 P, P, Ps 的 外 接 
圆 上 (图 8.1.3). 

证 明 (1) P 点 落 在 三 角形 P, P, Ps 的 外 接 圆 的 内 部 eO r < R 

2. 2 
e = d > 0 @ Du NaN; Dp, pp, Fl 5. 

(2) 与 (1) 证 明 类 似 . 

(3) Ni, Nə, Na 共 线 e Sm NN, = 0 @ R = r e P AREZ HJE P. P; Ps 的 外 
RAE. 


81.3 三 角形 外 接 圆 上 一 点 的 三 垂 足 共 线 


注 8.1.2 ”定理 8.1.5(3) 即 著名 的 Simson 定理 . 
定理 8.1.6 3X OC(R) 是 三 角形 P, P, P, 的 外 接 圆 , OC(71), ©C(r2) (71,72 Z 
R) Æ OC(V2R) 内 , 则 三 角形 P, P, Ps 关于 @C(ri) 上 任意 一 点 的 垂 足 三 角形 的 面 
积 等 于 三 角形 P. P, Ps 关于 @C(r?) 上 任意 一 点 的 垂 足 三 角形 的 面积 充分 必要 条 件 
JÉ r2 + r2 = 2R2. 
证 明 ”不 妨 设 ri < R < r>, 三 角形 P, P, Ps XT @C(ri), OC(r2) (ri,r2 Z R) 
上 任意 一 点 的 垂 足 三 角形 的 面积 分 别 为 53, S2. 于 是 
人 十 人 2 一 2 有 会 0< 人 一 天 一 六 — rt e 
S2 $1 
SPPPs Sm, 
注 8.1.3 74m — 0,72 = V2r 时 上 述 结 论 亦 成 立 . 
定理 8.1.7 W OC(R) 是 三 角形 P, P, Ps 的 外 接 圆 , 三 角形 P, P, Ps 关于 垂 点 
P 的 垂 足 三 角形 为 Ni No Ns, 则 


r2— R2 _ R2 — r2 
AR?  AR2 
€ 91 = S2. 
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(1) 在 eC(V4rnm 十 1R) (n € N) 上 的 充分 必要 条 件 是 
SNI NaNs = NSP Pz Ps; 
(2) P Æ eC(/4m — 3R) 与 OC(V 入 十 IR) (n € N) 间 的 环形 开 区 域内 的 充分 
必要 条 件 是 
(n — 1)Sp,P,P, < SN,NsNs < NSP, P;Ps- 
证 明 — X |CP| = r. 
(1) P f£ eC(V4n + 1R) (n e N) E er- /4n X IR e r2 = (4n + 1)R2 


2 2 
r — R _ SN,NaNa 


2 2 2 
e r“ — R°“ = 4nR* & IR 


=n — SN: Nz Ns = nS p, Pz p, 
Sp, P; Ps 


(2) P Æ GC(/4n — 3R) 5 oC(V4m + 1R) (n € N) 间 的 环形 开 区 域内 
e V/4n — 3R < r < V4n + 1R & (4n — 3)R2 <r? < (4n + 1)R2 
r2 = R? 
4R2 


«nz (n =s 1)SP, P, Ps < SNI Nz Ns < nS p, p, Pz- 


e 4(n—-1)R? < r? - R? < AnR? n—-1« «n 


SN No Na 
< n —1 " [p T3 
定理 8.1.8 RÆ P, P, Ps 和 Q1QoQs 是 OC(R) 的 两 个 内 接 三 角形 , 三 角形 
P, P, Ps fl QiQ>sQs 关于 eC(r) 任 一 点 P 的 垂 足 三 角形 分 别 为 三 角形 Mi Mo Ma 
和 N. No Ns, 则 
SP, P; Ps ° SN, Nz Ns = SQiQsQs š SM, M2 Ma . (8.1.7) 
证 明 # r= R, 根据 定理 8.1.5(3) 得 Sm, mms = SN Nan; = 0, 3X (8.1.7) © 
然 成 立 . 
# r Z R, 根据 式 (8.1.5) 得 
» ona 
SM, M2 Ma = IR E nnn. 
gp? E 
SNI N2N3 = EE Bauen 
两 式 相 除 并 化 简 , 即 得 式 (8.1.7). 
ik 8.1.4 ”在 定理 8.1.1 P, 作 PN, 的 定 比 分 点 H 使 PN;/N;H; = 1/A(i = 
1,2,3), 则 由 三 角形 ‘HiH2H3 相似 于 三 角形 N. NoNs., 可 得 


3 
1 
DH, HH; = gü +A)? (R? — r°) > ,sin(0i+1 — 6,). 


1—1 


因此 , 对 三 角形 Hi HH 可 以 得 到 定理 8.1.2 定理 8.1.8 类 似 的 结论 . 
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定理 8.1.9 Ux PP 是 三 角形 P, P, Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 , 三 角形 P, P; P, R 
于 PP 点 的 垂 足 三 角形 为 NiNaNs, Wi 


3 
> (db, N, E d. p...) = 0. (8.1.8) 
i=1 


证 明 ”不 妨 设 三 角形 PPPs 顶点 的 坐标 为 PB(Reos0;, Rsin0;)(¿ = 1,2,3), P 
点 的 坐标 为 P(rcos,0, rsin0), 根据 定理 8.1.1 证 明 可 得 垂 足 N;(z;, yi) 的 坐标 


1 1 
i = sR(cos 0, + cos 0; 1) + 3"[cos0 — cos(0 — 0; — 01,1)], 


: ; (¿= 1,2,3). 
Yi = sR(sin 0; + sin 0; 1) + a"lsin 0 + sin(0 — 0, — 0i+1)] 
所 以 
3 3 
Y (dbn, dy, p.) = > _[(Rcosó6, — zi)? + (Rsin6; — yi)?] 
i=1 i=1 
3 
-— Y LG eos Giri — zi)? + (Rsin6;41 — yi)?] 
i=1 
3 
—2RY `[(cos 0, 1 — cos 0;)z; + (sin 0; 1 — sin 0;)z;] 
i=1 
3 
=R? Y l(cos 0, 1 — cos 0;)(cos 0; 1 + cos 0;) 
i=1 
+ (sin 0; 1 — sin 0;)(sin 0; 1 + sin 0;)] 
3 
+ Rr Y `((cos 0i.1 — cos 0;)[cos 0 — cos(0 — 0; — 0, 1)] 
i=l 
+ (sin 0; 1 — cos 0;)|[sin 0 + sin(0 — 0; — 0;,1)]) 
3 
=R? > `[(cos2 0; 1 — cos? 6;) + (sin? 0;+1 — sin? 0;)] 
i=l 
3 
+Rr Y [cos(bi — 0) —cos(0; —0)—cos(0 —0;) 4- cos(0 —6;.,.1)] 
i=1 


=0, 
从 而 式 (8.1.8) 成 立 . 
定理 8.1.10( 三 角形 的 共 点 线 定 理 ) 8 Ni 是 三 角形 PPP 3I P,P,,i( = 
1,2,3) 上 的 点 , 则 过 N, 垂直 于 已 Pi = 1,2,3) 的 三 条 垂 线 共 点 的 充分 必要 条 
件 是 
Y (dis, — dh paa) = 0. (8.1.9) 
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f 证 明 ”必要 性 . 即 定理 8.1.0 中 三 垂 足 分 别 在 三 角形 P, P, Ps 三 边 P, P, 1 (i = 
1,2,3) 上 的 情形 . 
充分 性 . 如 图 8.1.4 所 示 . 分 别 过 N, Na 作 所 在 边 的 垂 线 , 设 它们 的 交点 为 O. 
再 作 ON 1 P, P, F N, 则 由 必要 性 知 


db, Ni e d'y p, qs d», Na x d5, p, T db N ES dip, = 0, (8.1.10) 


图 8.1.4 三 角形 的 共 点 线 定理 
又 已 知 式 (8.1.8) 成 立 , 于 是 式 (8.1.10)- 5X (8.1.9) 得 


Div 23 D p, = Dhn 一 Di. p, ; 
即 
(Dp,N + DNP, )(Dp,N — DNP.) = (Drsna + DsNsP, )(DP,Ns — DNsP.)- 
由 于 Dp + Dyp = Dp,Ns 十 DNsP = Dp,p,, 所 以 
Dp,N — DNP, = DPN — DN3P,, 
设 PP 的 中 点 为 M, 则 
Dp,N — Dup, =2DMN, DPpsNs — DnP, = 2DMN, 


所 以 Dun = Dumun, WN 5 Ni ES. 从 而 过 Ni 垂直 于 P.P, G = 1,2,3) 的 三 


8.2” 垂 足 多 边 形 有 问 面 积 公 式 及 其 应 用 


在 8.1 节 中 , 我 们 介绍 了 垂 足 三 角形 的 有 向 面积 公式 及 其 应 用 , 本 节 将 把 三 角 
形 的 垂 足 三 角形 的 概念 推广 到 多 边 形 上 去 , 给 出 垂 足 多 边 形 有 向 面积 公式 , 并 讨论 
公式 的 一 些 应 用 . 
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8.2.1 SEP. ££ 1E [8] TEL ER Zt Ç 


定义 8.2.1 W P 是 多 边 形 PP- - Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 , 过 P 向 
P, Po,- , PaPa, PaP 所 在 直线 引 垂 线 PN ,PNn_1,PNn, 垂 足 为 Nis, 
N.- Nn. 如果 和 Vi,… ,Nn_1, Nn 依次 构成 一 个 (简单 ) 多 边 形 , WJ Ni INS NS 
为 P, P>: P, RTEA P 的 垂 足 多 边 形 . 

为 方便 起 见 , 当 M, NS au Nn 中 有 连续 三 点 或 三 点 以 上 共 线 时 , 我 们 把 
Ni ,Nn_1, Nn 依次 构成 的 图 形 看 成 是 垂 足 多 边 形 的 特殊 情形 . 


图 8.2.1 ”多边形 的 垂 足 多 边 形 


显然 , 过 任意 多 边 形 所 在 平面 上 一 点 , 未 必 可 以 作 多 边 形 关于 这 点 的 垂 足 多 边 
É. 但 过 不 落 在 三 边 形 所 在 平面 上 且 不 在 其 外 接 圆 上 任意 一 点 可 以 作 三 角形 关于 
这 点 的 垂 足 三 角形 ; 过 凸 多 边 形 内 任意 一 点 可 以 作 多 边 形 关于 这 点 的 垂 足 多 边 形 ; 
过 圆 内 接 多 边 形 外 接 圆 内 任意 一 点 可 以 作 多 边 形 关于 这 点 的 垂 足 多 边 形 . 在 特殊 
情形 下 , 还 可 以 包含 以 上 区 域 的 边界 . 

定义 8.2.2. R NM- N, N, 是 多 边 形 PPr- P, RTEA P 的 垂 足 多 边 
形 . 如 果 多 边 形 PP- Pa 和 多 边 形 Ni… Nn_iNn 的 绕 向 都 是 闭 时 针 方 向 或 顺 
时 针 方 向 的 , 则 称 多 边 形 已 忆 … 忆 和 Ni …Nn_ liNn 是 同 向 的 , 否则 称 为 反 向 的 . 

定理 8.2.1 W PP Pa Æ OC(R) 的 内 接 多 边 形 , 圆心 的 坐标 为 C(a,b), 多 
边 形 顶 点 的 坐标 为 P;(a-- Rcos0,,b+ Rsin6;) (i — 1,2,--- ,m), 则 多 边 形 P, P; : : Ph 
关于 垂 点 P(a--rcos0, b+ rsin) (r < R) 的 垂 足 多 边 形 Ni No : - Nn 的 有 向 面积 


1 n f 1 n f 
DN, Ss, =s (R° +r?) Y ,sin(0i+2 = 0i) + 1E > vsin(bi — 0;) 
i—l 


i=l 


l5 VN 
+ 4Rr > cos(0 — Oi+1) sin(8; — 0:42), (8.2.1) 


i=1 


其 中 0%4i = 0i, 以 下 类 同 . 
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证 明 ”只 需 证 明 C 为 坐标 原点 时 式 (8.2.1) R. 34 a = b — 0 时, H PiP 
所 在 直线 的 方程 


0; + Oia ,Ot ` _ 0; 一 bi+1l 
COS 2 “ww + sn 2 y = Rcos 2 
和 PN; 的 直线 方程 为 
. Oi + Oii 0; + 0;41 ] 0; + iti 
si 2 — 08 — J = rsin Nereus 


求 得 垂 足 Ni;(zi,yi)(i = 1,2,… n) 的 坐标 
il 
Pi = 5 R(cos 0; + cos 0; 1) + 3"[cos0 — cos(0 — 0; — 0i+1), 
1 
y= ¿R(sin 0; + sin 0; 41) + zrno + sin(0 — 0; — 0i+1) 
所 以 
DN.Ns--.N,. 
-lg >` [(cos 0; + cos 0; 1)(sin 0; 1 + sin 0i;+2) 
5 = 
— (sin 0; + sin 0; 1)(cos 0; 1 + cos 0; .o)] 
+ sm. 5 {[cos8 — cos(0 — 0, — 8i+1ı)][sin 0 + sin(8 — 05 — 03)] 
i=1 
— [cos 0 = cos(0 — i1 一 b+2)][sinb0 十 sin(0 — 0, 一 0111)]) 
T TOD {(cos 0, + cos 0i+1)[sin 0 + sin(0 — 0> 一 03)] 
i=1 
+ (sin 0; 1 + sin 0; .2)[cos 0 — cos(0 + 0i+1 — 0; +2)] 
— (cos 0; 1 + cos 0; 2)[sin 0 + sin(0 — 0; — 0;+1)] 
— (sin 0; + sin6;,1)[cos(0 — 0,11 — 0;+2)]} 
-IR » [sin(0; 1 —0; H-sin(0j.,. — sin 0;,.1) 4-sin(0;4.9 —sin 0;)] 
=] 
=F s. >` [sin(20 — Oia = Oi+2) —sin(20— ð; = 0i41) —sin(0; 2 —6)] 
i=l 


1 n 
+ ger Y [sin(b =F 0, 一 iii raa 0; 2) — sin(0 T 0.2 ze 0, s 0;,1)] 


i=1 


1 am 1poN 
=s (F° +r?) Y sin(bi+2 — 0,) + ru > sin(0;,1 — 0;) 


i=1 
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+ n = cos(0 — 0,..1) sin(0; — 0; o). 
特别 , 4 n = 3 时 , 即 得 定理 8.1.1 在 三 角形 外 接 圆 所 围 成 的 区 域 上 的 情形 . 
此 , 定理 8.2.1 只 是 定理 8.1.1 在 部 分 情形 下 的 推广 . 
推论 8.2.1 W P, P; Ps Pi, 是 OC(R) 的 内 接 四 边 形 , 圆心 的 坐标 为 C(a,b), 四 
边 形 顶点 的 坐标 为 Pi(a + Rcos0;,b4- Rsin0;) (i = 1,2,3,4), 则 P, P, P, P, 关于 垂 
点 P(g 十 rcos9,b 十 7sin0) (r < R) 的 垂 足 四 边 形 Ni No Ns NA 的 有 问 面 积 


4 4 
1 . 1 : 
DN, N,NsNs = i sin(0i+1 一 0;) 十 im. cos(0 — 0;,1) sin(0; — 01,2). (8.2.2) 
i—1 


i=l 


证 明 ”由 于 
4 
sin(0;,9 — 0;) = sin(0s — 01) + sin(04 — 02) + sin(01 — 03) + sin(0> — 04) = 0, 
i=1 


因此 式 (8.2.2) 成 立 . 

推论 8.2.2 W PP... P, 是 oC(R) 的 内 接 多 边 形 , 圆心 的 坐标 为 C(a, b), 
多 边 形 顶点 的 坐标 为 P;(a + Reoshi b+ Rsin6;)(i = 1,2,--- ,n), W Pi P>. P, X 
于 圆心 C(a,b) 的 垂 足 多 边 形 N. No .… N,, 的 有 向 面积 


lox. 
DN, Ns--N,, e b» 2 sin(0;,1 — 0;) + sin(0;42 一 0;)] 
i—1 
ly xa 89582-0800. Gr—0 oa 一 bl 
=R >` sin 2 cos 2 cos PES Zused. 


2 一 1 


证 明 ”在 式 (8.2.1) PS "= 0, 得 
1 ze. l ua 
DN. NN, IH 2. [sin(0; o -— 0) =Ë sin(0;,1 kas 0;)] =F sR 2 tals = 0;) 


dy |=... (oa+o y Qit1 一 0it2 
=R = ( 7 0j cos—— 


< 


n 
lads Busch 
+ sin 1 十 2 itl OR +2 z =| 
i=1 


1 - 0; 0; š 0; 一 0; 0, e 6i 


1 i 0, > — Oi izi — 0, 0i. 9 — i 
cQ D du egg I rg HER Hm, 


i=1 
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8.2.2” 垂 足 多 边 形 有 向 面积 公式 的 应 用 


定理 8.2.2. W PiP- P, 是 eC(R) 的 内 接 多 边 形 , 则 P.P... P, 关于 
oC(r) 的 任意 一 条 直径 PP 的 端点 PP' 的 两 个 垂 足 多 边 形 NN- Na(Mi M? 
- Ma) 的 面积 的 和 恒 为 定 值 , 即 
SMiMs---M,, 十 SNi N2-Nn = i (R? +r?) 2 sin(0aa — 6;) + 2R? S `sin(0;,) — 6;)|. 


i=1 


(8.2.3) 

证 明 ”如 图 8.2.2 所 示 . 不 妨 设 圆 内 接 多 边 形 PiP- Pa 顶点 及 圆心 C 的 坐 

标 均 如 定理 8.2.1, OC(r) 任意 一 条 直径 PP' 两 端点 的 坐标 分 别 为 P(a + r cos 0,b + 
r sin 0), P'(a + r cos(x + 0),b + r sin(x + 0)). 根据 式 (8.2.1) 得 


DM, NM2 M. 


1 - li.sx. 
=s (R? +r?) sin(0;,2 — 0,) + E 2 inla — 6i) 


i=1 


l, < : 
十 ru cos(0 + x — 0;,1) sin(0; — 0;42) 
i—1 
-luge T r?) Sa = 0;) + A ya — 0i) 
8 il * E 
& iR Y cos(0 — 0:41) sin(8; — 6442) (8.2.4) 


i—1 


图 8.22 AKAZ 


sÑ (8.2.1)+(8.2.4) 得 


1 n | TL . 
DM, Mo…Mn + DN Ns N, = rii +r?) V sin(0;,2 — 0;) + 2R? 》 sin(0i41 — 0;)]. 


i=1 i=1 
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显然 , 当 多 边 形 P, P... Pa AE (R) 同 多 边 形 时 , 垂 足 多 边 形 M.M : : Mn, 
NiN2… Nn 都 是 正 (S) 向 的 , 故 上 式 两 边 取 绝对 值 即 得 式 (8.2.3). 

推论 8.2.3 VW P, P; Ps P, 是 @C(R) 的 内 接 多 边 形 ， 则 P, P, Ps P, 关于 ©C(r) 
的 任意 一 条 直径 PP 的 端点 PP' 的 两 个 垂 足 四 边 形 Ni N2NsNa(MiM>2M3 
Ma) 的 面积 的 和 恒 等 于 四 边 形 P, P, P, P, 的 面积 , 即 


SMi M2 Ma Ma + SN, Nz NsNa = S P. P> Pa P. : (8.2.5) 


WEBB ”在 式 (8.2.3) PS n = 4, 根据 四 边 形 , 由 (有 向 ) 面积 公式 即 得 式 (8.2.5). 
定理 8.2.3 W PPr- P, 是 oC(R) 的 内 接 正 多 边 形 , 则 P, P... Pa 关于 
OC(r)(r < R) 上 任意 一 点 P 的 垂 足 多 边 形 NiN»--- Nn 的 面积 恒 为 定 值 , 即 


: sin — E = f + r2) cos = +r d (8.2.6) 


SNI Na2..N，。 = 
1:v2 n 4 


证 明 S bizi -bi = o, 则 0; — 61 - (i— 1)e (i — 1,2,.-- ,n), na = +2x. 由 于 


Y [sin(b 十 0i m iii == 0; 2) s sin(0 T [ED = 0; = 0i+1)] 
i=l 

= Y sin[0 — 01 — (i + 2)o] — Y sinjo — 604 — (i — 2)a] 
i—1l i—1 

ES > sin[0 — 0, — (i + 2)a sap 0, — (i — 2)a] 
i—n—3 


—sin[0 — 0; — (n — 1)o] + sin(0 — " — na) 
+ sin[0 — 0, — (n + 1)o] + sin[0 — 0, — (n + 2)a] 


— sin(0 — 0, + o) — sin(0 — 01) — sin(0 — 0; — o) — sin(0 — 01 — 2a) 
—sin(0 — 01 + 2x + o) + sin(0 — 01 + 2x) 

+ sin(0 — 01 + 2x — a) + sin(0 — 01 + 2x — 2o) 

— sin(0 — 01 + o) — sin(0 — 01) — sin(0 — 0; — o) — sin(0 — 01 — 2a) 
=Ü. 

于 是 , 根据 定理 8.2.1 得 
2 2 
DN N;-—N,, = (R +r?) Y sinza 2y Y sina 


1 
= n sina [( R2 + r°) cosa + R2) 


1 2 2 
=+ _nsin Z“ [re +r?) cos CE re] . 
4 n n 
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上 式 两 边 取 绝对 值 即 得 式 (8.2.6). 
定理 8.2.4 W PP- P, 是 OC(R) 的 内 接 多 边 形 , 已 是 OC(R) 或 OC(R) 
内 任意 一 点 , PLPS Pr RF 已 点 的 重 足 多 边 形 为 NiN2… INS W 


TL 


Y (dbn: — dx p.) = 0. (8.2.7) 
š=1 
证 明 ”在 定理 8.1.9 的 证 明 中 将 P 点 限制 在 oC(R) 上 或 oC(R) 内 任意 一 点 ， 
注意 到 其 中 各 式 都 可 以 推广 到 n 的 情形 , 即 得 . 
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三 角形 的 Simson 线 定 理 , 说 的 是 三 角形 外 接 圆 上 一 点 到 三 角形 各 边 的 垂 足 共 
£x. 完全 四 边 形 是 由 两 两 相交 的 四 条 直线 所 构成 的 图 形 , 因此 一 个 完全 四 边 形 中 有 
四 个 不 同 的 三 角形 , 而 每 个 三 角形 又 有 一 个 外 接 圆 . 如 果 这 四 个 圆 相交 于 一 点 , 那 
么 这 点 到 完全 四 边 形 各 边 的 四 个 垂 足 就 应 该 共 线 , 这 就 是 完全 四 边 形 的 Simson 线 
定理 . 

本 节 用 有 向 面积 的 方法 来 探讨 有 关 的 问题 , 首先 给 出 完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 
形 的 概念 , 再 给 出 垂 足 四 边 形 有 向 面积 的 定 值 定理 , 从 而 推出 著名 的 完全 四 边 形 的 
Simson £X E E. 


8.3.1 ”完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 的 概念 


定义 8.3.1 ” 自 完全 四 边 形 P, P, Ps P, Ps Ps 所 在 平面 上 一 点 P 向 各 边 Pi P», 
P; Ps, P3P4, Pi P, 5| 328, 垂 足 分 别 为 Ni, No, Ns, Na, 则 称 由 这 四 点 所 构成 的 四 边 
形 为 该 完全 四 边 形 关 于 P 点 的 垂 足 四 边 形 , 简称 为 完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 (图 
8.3.1). 


图 8.34 完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 
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特别 , 当 M, Na, Ns, Na 共 线 时 , 我 们 把 这 四 点 构成 的 线段 看 成 是 完全 四 边 形 
的 垂 足 四 边 形 的 特殊 情形 . 
引 理 8.3.1 ”完全 四 边 形 P, P, P, P, Ps Ps 的 垂 足 四 边 形 必 为 如 下 6 种 情况 之 
二 、 之 四 或 之 六 : 
Ni NəNsNi, NI NəNANs, Ni Ns No Nu, 
证 明 ”如 图 8.3.2— 图 8.3.4 所 示 . WEE M, No, Ns, Na 首尾 相连 排列 成 一 个 
封闭 的 图 形 , 有 (4 — 1)! = 3! = 6 种 情形 : 
NiNNaN4，NiNaNNa，NiINasNVzN4， 
NiNsaNaN2, NiNaNsN2, NiNaN2Ns, 
其 中 有 1 对 、2 对 或 3 对 情形 为 边 不 自 交 的 四 边 形 (每 对 中 一 个 为 正 向 四 边 形 , 另 
一 个 为 反 向 四 边 形 ). 


因此 , 如 上 所 定义 的 完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 不 是 唯一 的 , 在 不 考虑 绕 向 的 情 
况 下 , 至 少 有 一 个 , 至 多 有 三 个 . 


图 8.3.3 ”完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 之 二 
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图 8.3.4 完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 之 三 


8.3.2 ” 垂 足 四 边 形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 8.3.1 Xx 已 是 完全 四 边 形 P, P; Ps PA Ps Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , 三 角 
JÉ P, P, P;, P, PA Ps, P;PsPs, PsP, P, 的 外 接 圆 的 半径 分 别 为 Ri, Ro, Ra, Ra, P. 到 
三 角形 P. P; Ps, P, Pa Pá, P> Ps Ps, Pa PA Ps 圆心 的 距离 分 别 为 ri, rora, T4, P 到 各 边 
P. P>, P> Ps, Ps Pa, PAP, 的 射影 分 别 为 Ni, Nə, Ns, Na. 则 在 如 下 3 个 定 值 结论 中 , 至 
少 有 一 个 成 立 : 
DNI N2N3N4 = — DN, N4N3N2 


三 到 R2 — Bl 
= Dp, p, p; + —— Dp, P. P. 
4R? 1F2 f5 4R? 3 上 4 上 5 


R? — r2 R$ 一 r2 
— 4g DPP P + ARR ODARR (8.3.1) 


DN'iN2NaNs = — DNiNaNANa 
R- Hi Y 
=— Dp pP ——— DB 
2 14215 2 11446 
AR? AR? 
R? — r3 R? — r? 


4 一 74 
4R2 DP; + gg V Ps Ps Pa (8.3.2) 


DN.INsNsNi = — DNiNíANaNs 
2 2 2 2 
E ier NA 4128 ai: P NAPE 
ix 2 1f2£3 5 2463 
AR 4R3 


R2 — r2 R? . r2 
= 12 2 Dp, P; P, 十 CARP DAR (8.3.3) 
证 明 ”如 图 8.3.5 所 示 . 若 Mi, No, Ns, Na 构成 的 四 边 形 为 Ni Nos Ns N. . 由 有 


向 面积 的 可 加 性 及 定理 8.1.3 得 
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2 2 2 


= a aoo R$ — r4 
DNiN;NsN. = DNiNsNa + DN3N3N4 = -IR Dp, p; ps + -IR D P; P, Ps» 
1 4 
p m asd 
i-em M 3 3 2 2 
DoiQ;QsQ; = DN, Nz Ns t DN; NsNa = AR2 D p, Ps Ps F AR2 Dp P, Ps» 
3 2 


从 而 式 (8.3.1) 成 立 . 


图 8.3.5 “完全 四 边 形 的 垂 足 四 边 形 Ni No Ns Na 


类 似 地 , 可 以 证 明 式 (8.3.2) 和 (8.3.3) 成 立 . 

引 理 8.3.2 ZAWA Pı P,PsP,P;Ps 中 的 四 个 三 角形 P, P; Ps, P, PA Ps, 
P; Ps Ps, Ps P, P; 的 外 接 圆 相交 于 一 点 . 

推论 8.3.1 X P,P,P,sP,P;P s 是 完全 四 边 形 , P 是 三 角形 P, P; Ps, P, P. Ps, 
P> Ps Ps, Ps PA Ps 的 外 接 圆 的 交点 , 则 PP 到 P, P», P; Ps, PaPa, PaP, 的 射影 Ni, No, N3, 
Na 四 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 8.3.6 所 示 . 在 式 (8.3.1)~(8.3.3) 中 注意 到 


图 8.3.6 ”完全 四 边 形 中 三 角形 外 接 圆 的 交点 到 各 边 的 射影 相交 于 一 点 
Ri=r1, Ho-—ra R3=r3, Ra=ra 


即 得 . 
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ik 8.3.1 ”推论 8.3.1 中 Ni, No, Ns, NA 四 点 所 在 的 直线 称 为 完全 四 边 形 的 
Simson 线 . 

注 8.3.2 ”推论 8.3.1 也 可 以 用 定理 8.1.5(3) 证 明 : 因为 P 在 三 角形 PPP; 
的 外 接 圆 上 , MU Ni, No, Ns 三 点 共 线 , 又 P 在 三 角形 PPPs 的 外 接 圆 上 ， 故 
Ni, No, Na 三 点 共 线 , 所 以 Mi, No, Ns, Na 四 点 共 线 . 
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91 线 型 三 角形 有 加 面积 公式 及 其 应 用 


在 4.1 节 中 , 给 出 了 关于 三 角形 三 个 顶点 坐标 的 有 向 面积 公式 . 现在 的 问题 是 ， 
给 定 三 角形 三 边 所 在 直线 的 方程 , 如 何 直 接 求 出 三 角形 的 有 向 面积 呢 ? 这 就 是 本 节 
要 讨论 的 问题 . 首先 给 出 三 直线 组 一 、 二 阶 行列 式 的 概念 , 以 及 一 、 二 阶 行列 式 的 
两 个 性 质 定 理 ; 其 次 给 出 线形 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 推论 ; 最 后 利用 线 型 三 角形 
有 向 面积 公式 讨论 一 些 具体 的 问题 , 得 出 相应 的 线形 三 角形 的 有 向 面积 , 从 而 把 几 
个 数学 竞赛 题 推 广 到 更 一 般 的 情形 . 


9.1.1 三 直线 组 一 、 二 阶 行列 式 的 概念 与 性 质 
定义 9.1.1 设 4:aizx 十 biy 十 ci 二 0(i= 1,2,3) 为 任意 三 条 平面 直线 , 则 称 


aa by cl bic —bəci cia2 一 co2al Qa1b2 — a2bi 
Ai-—/| a2 b2 c2 |, Aoə= pcs 一 bc C2a3— c3a2 a203 — asba |, 
a3 b3 C3 baci e bics C3Q1 — C103 Q3b1 — a1b3 


分 别 为 三 直线 有 1,12,13 的 一 、 二 级 行列 式 . 
定义 9.1.2 ”依次 经 过 两 点 Pile yi) P; (z;,u;)( Z 3) 的 如 下 形式 的 直线 方程 


(yı — yj) (z; — mi) + (zi; —27%) = 0 (9.1.1) 
叫做 直线 PiP; 的 两 点 式 标准 方程 . 
显然 , 直线 的 两 点 式 标准 方程 不 仅 可 以 由 直线 的 两 点 式 方程 一 一 dini 


化 得 , 还 与 两 点 Pini, yi); Pj, yi Z j) 的 顺序 有 关 . 给 定 两 点 的 直线 的 再 点 式 
标准 方程 是 唯一 的 , 但 直线 的 两 点 式 标准 方程 与 两 点 的 次 序 有 关 . 

定义 91.3 Wr lilo, ,ln 为 n 条 直线 ,1; E Lua 的 交点 为 Pili = 1,2,… ,mi 
lny = h) Æ Pi, Py, P, 依次 构成 n 边 形 PP Pa, WIJ#KEZ n 边 形 为 
有 1,12,… ,ln 所 围 成 的 n 边 形 , 该 多 边 形 及 其 有 向 面积 分 别 记 为 多 边 形 ls 
和 Diii. 

显然 , 任意 n 条 两 两 依次 相交 的 直线 未 必 可 以 构成 一 个 n 边 形 , 但 3 条 直线 
两 两 相交 的 直线 可 以 构成 一 个 三 角形 (三 线 相交 于 一 点 看 成 是 三 角形 的 特殊 情形 ). 
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定理 9.1.1 设 直线 L 与 ly 的 交点 为 P;i(mi,yi)(i = 1,2,3), 则 三 角形 hl>ls 
的 面积 (有 向 面积 ) 和 由 交点 P(x wi)(i = 1,2,3) 所 确定 的 这 三 条 直线 的 两 点 式 标 
准 方 程 的 行列 式 之 间 的 关系 是 


A, = 4D? la (9.1.2) 


证 明 ”将 行列 式 的 第 2, 3 行 加 到 第 1 行 , 并 由 式 (4.1.2) 得 


Vi—Y 2 一 Ci Ziyz — Toy 0 0 2Dp, P; Ps 
A, = 71 十 72 十 73 
1 二 |y2 一 ya T3— 12 T2Y3 — T3Y2 | — — —-|y2— Y3 T3— T2 T2Y3 — T3Y2 
Y3 — Yı Tı — T3 T341 — T143 Y3 — Yı 21—23 CZ3ll — T13 
Y2— Y3 T3— Zo Š 
0—93 T= 2 
-2Duuits = 2Dt,tls 5 (TiYit1 一 Ti+1Yi) = ADi iis; 
y3 —V1 1-— 23 i=1 


因此 式 (9.1.2) 成 立 . 
定理 9.1.2 Wt li : ax + biy + c = 0(i = 1,2,3) 为 任意 三 条 平面 直线 , 则 这 
三 条 直线 一 、 二 阶 行列 式 满足 如 下 关系 : 


As = Ai. (9.1.3) 
WERA 
bicz = boc1 C102 — C901 109 es Q2D1 
A» = b2c3 == Dac2 C2G3 — C3Q2 Qa2b3 = a3b» 


b3ci — bıc3 c3a1 一 cla3 a3b1 — aibs 


3 
= Y [(ai4.2b; — aibi ,2)(bicis1 — bis1ci)(ciz18i42 — Ci+2Qi+1) 
t=1 


一 (aipi+l — ai+1bi)(bi+2Ci 一 bici+2)(ci+lai+2 — Cit+2Qi+1)] 
3 


2 2-2 2 2 9 2 2 
= (a obe] 1 +07 1b? cs — 22, bibi riccii — 28:48:20; Cit1Cit2 


i=1 
— 2aja; 1bibi 102,2 + QiQipibibip2Ci+1Ci+2 十 ai+laiH2bibiHicici+l 
+ QiQi+2Dibit1Cit1Cit2 + Qi 10i 2bibis2cici 1) 
=a1b2c3 + a2b3ct + a3b1c3 + a3b2c? + a3bic3 + QTb3c2 
+ 2a1a2b2b3C1C2 + 2a1Q3b1b2C2C3 + 2a3a3b1b3c1 c2 
+ 2a2a3b3b25c1c3 + 2a1a2bibacəca 十 2a1a3b2b3C1C2 


an 2a2b503c2c3 s= 2a2bib3c1c3 = 2a3b1b2c1c2 
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一 2a2a3b2c5c3 一 2ala3sb2clcs 一 2a1a2b3c1c2 一 2a2a3b2bac? 
一 2a1aabib3c2 一 2ala2b1b2c3， 
一 (albocs + a303c1 + a3b1c2 — asbəci 一 azblca 一 aibsc2)? = AT, 
故 式 (9.1.3) 成 立 . 
9.1.2” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 


定理 9.1.3 ”三 条 两 两 相交 的 直线 L : aiz + biy + e; = 0 ( = 1,2,3) 所 构成 的 
三 角形 hill, 的 有 向 面积 
š 2 
pD (aibi+1Ci+2 一 Qi+2bi+1Ci) 
CNN -SEEEN = S X (9.1.4) 
nils  2Ai1A As — : i ii 
2 II (Qibit1 — ai+ıbi) 
T 
其 中 Ais = aibi41 一 aiibi 表示 Al 第 三 列 的 代数 余子 式 . 
证 明 ”直线 L 与 up 的 交点 为 已 (zi, yi) 的 坐标 为 
—ci bi 
"- 一 Ci 十 1 bi+ı =: 可 Ci 一 b;+1G; 
à; b; ajbi41 — aiibi” 
Qit1 b;i+1 
Qi 一 CI 
g - a I 1 Sa HE o n 
ai b; Qibit1 — G¿+1b; 
Qiki bişi 
于 是 
bico = 一 D2cl C105 — C2Q1 1 
aibo 一 2301 Qa1b2 === a2b1 
D m b2ca E» bac2 C203 — C302 1 E A» 
nS | asb — ab ngba — Gabə — 2A13A23 A33 
baci E bics C304 一 C103 1 
a3bı — abs a3bı = aıb3 
" 2 
SCC E Q442bi41ci) 
i Ai 20 Lia 
2/13/2333 3 


2] (oa — ai) 


i—1 
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特别 , 分 别 当 a1 = az = as = 1;bi = bz = bs = 1;ceií = cə = cs = 1 时 , 即 得 下 
面 的 推论 . 

推论 9.1.1 三 条 两 两 相交 的 直线 方程 1; : z 十 biy 十 ci = 0(i== 1,2,3) 所 构成 
的 三 角形 L112ls 的 有 向 面积 


š 2 
» (bicit1 — bia Z 


i=l 
Diii = 


- (9.1.5) 
2 lI (bit1 — bi) 
i=1 


推论 9.1.2 三 条 两 两 相交 的 直线 方程 li :0i2 + y + c; = UC = 1,2,3) 所 构成 
的 三 角形 llola 的 有 向 面积 
9 2 
> (aici+i — ssa) 
Di, = ===. 
21] (ai+l — ai) 
i=l 


推论 9.1.3 ”三 条 两 两 相交 的 直线 方程 li: aiz + biy + 1 = 0(i = 1,2,3) 所 构 
成 的 三 角形 halls 的 有 向 面积 


(9.1.6) 


i=l 
2AlsA>z3Aas 


9.1.3” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 的 应 用 
定理 9.1.4 ” 设 三 角形 QQQ; 是 三 角形 P, P, Ps 的 入 等 分 点 三 角形 , 依次 
连接 PQ2, P;Qs, PQ 所 成 的 三 角形 为 R. R; Rs, 则 


SRI RRs _ (X — 1)? 
Sp, P. P3 和 2 十 入 十 工 


证 明 “如 图 911.1 BUR. 设 三 角形 PiPPa 顶点 的 坐标 为 Pis y), 于 是 等 分 
点 的 坐标 为 Q, E nta) (i = 1,2,3). 故 PiQ2, P:Q3, BQ1 的 直线 
方程 分 别 为 


3 2 
> (Qibi+1 一 asab) 


Diis = (9.1.7) 


(9.1.8) 


[1 +A) — 92 — Aus] t - [42 + Ax — (12- À)z1]u T (z12 2291) + A(319s — 1391) = 0, 
[((12-A)y2 — ya — Mi] z + [zs - Az — (1 + À)z2] + (293 — 1392) -A(1291 — 2192) ^0 


, 


[((12-A)ys ^31 — Ayo]z 4- [zi 4- Axio — (1 + A)za]y + (xay1 — 2193) + A(zayo — 293) = 0. 


9.1 #k#9—f8JE# Il IELER Z: K EV H -227 . 


图 9.1.1 


于 是 该 直线 组 一 级 行列 式 


(1 十 和 A)yi 一 妇 一 Xya zz 十 Xrs 一 (1 十 入)zli zlya — T241 十 和 (zlys — T341) 

Aı =| (1 + à)y2 — ys — i. zs 十 Xzl 一 (1 十 入 )zz  z2ys — T3y2 + A(z2ji — ziy2) 

(1 + à)y3 — y —Ay2 zi--Az2— (l--À)zs zsyl 一 Z1V3 十 和 (zaya2 一 T293) 

3 
0 0 (1 一 入) >` (ziyizi — Tit+1Yi) 
Sura. icl 

(1 十 和 A)ya — ys — yı 7Z3 十 和 zl 一 (1 十 入 )z2 z2#3 — z3y2 十 入 Z2V1 — £142) 
(1 十 和 )ya — yı Aya. zı + Axa — (l--A)zs “3ti 一 2193 十 和 (Zaya — x23) 


=4(1 — XJ + À + 22)DP, p, p. 
又 A, 第 三 列 各 元 素 的 代数 余子 式 


(1 +A)y2 — y3 — àyı zs 十 Xzl 一 (1 十 X)zz 
(1 十 和 )ys — yı — Aya. 7Z1 十 Xzo 一 (1 十 入 )zs 
3 
=(1 +A +°) >` (Ziyit1 — £igiyi) = 2(1 + À + M)Dp P, Ps, 


i=1 


13 一 


同 理 
A23 = Ass = 2(1 + À + X2)Dp, pb. 
故 
A2 16(1 — À)2(1 + À + A2? D$, p, p, (1 — 2)? 
DR. RsRs = AA AQ = e NN ..  — — nma yar DP P; Ps 
2A13A23A33 16(1 十 入 十 入 ) DP p,p, (1 十 入 十 和 2) 


从 而 式 (9.1.8) 成 立 . 
推论 9.1.4 三 角形 PPP 的 三 条 中 线 P1Qo, P2Q5, P3Q1 相交 于 一 点 . 
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证 明 ”在 式 (9.1.8) FS 入 = 1 得 Dn, nn, = 0. 因为 Ri, Ro, Rs 不 共 线 , 故 三 
点 必 重 合 , 即 得 三 角形 P, P, Ps 的 三 条 中 线 PQ, P2Qs, PRQ 相交 于 一 点 . 


注 9.1.1 ”由 于 DAS > 0, 故 三 角形 P, P,P, 与 三 角形 RRR 是 同 
向 三 角形 . 

注 9.1.2. `4 和 为 正 数 时 , 定理 9.1.4 为 第 23 届 美 国 数学 竞赛 题 ; 当 入 > 1 时 ， 
定理 9.1.4 为 1951 年 波兰 数学 奥林匹克 竞赛 题 . 

定理 9.1.5 A,B,C, D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 , oO, , 002 
分 别 是 以 AC, BD 为 直径 的 两 圆 . # 001,00: THAT px X LY, M 和 N 分 别 是 
001,002 ERF X,Y 的 两 点 , ZMO1D = o,ZNO3D = ñ. id b = dag,c = 
dac,d = dap; 过 X 和 Y4 和 MD 和 NCc 和 MB 和 AN 的 直线 依次 为 
li; la, ls, l4, 则 


T: o BT 

d? |bsin — cos — + (d — c) cos — sin — 

2 2 2 2 

Dya > === ——  — — —ÁMáA 


E (9.1.9) 
2(c — b — d)? sin Š 5 P cos 2 cos Ë 
ao B a . Bl 
(b — cy? osin P (d — c) cos T sin 2| 
Dius = —— — A A er (9.1.10) 


b-a 
2 
证 明 ”如 图 9.1.2 所 示 . 以 4 为 坐标 原点 ， 已 知 直线 为 横 轴 建立 坐标 系 , 直 
线 上 各 点 的 坐标 为 A(0,0), B(b,0), C(c,0), D(d,O). 于 是 以 AC, BD 个 圆 的 方程 分 
别 为 


2(c — b — d)? sin > sin 5 sin 
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两 式 相 减 即 得 XY 的 直线 方程 
lı : (c — b — d)z 4- bd = 0, 
又 设 M,N 的 坐标 分 别 为 


C +d b-d b—d. 
M (S + cosa), 5 sina) 和 v (° 2 + =y «5B, T sing) ' 
B 
M (ccos’ = „csin “ cos >) 和 N | bcos2 (E 5 + dsn? É, TY L. 
2° 2 2* 2 2 


aa u RI G PUS, 2 


xS Xy a 
l2 : sin — : z — cos — : 7 = 0, 


2 2 
. P B DE m 
ls : sin ç - £ — COS x ` $ dsin 7, = 0, 
l :cos 2 — sin. -ecs T = Ü 
ic a 2 一 ， 
pp .8 B 
ls : cos ` z —sin y bcos 7, = 0. 
于 是 三 直线 11,12,13 和 D, la, ls 的 一 级 行列 式 分 别 为 
c—b—d 0 bd 
jy; t PE " Ww. a. B 
4 Sin 一 一 COS — 0 = 
Ai 2 2 : 4 bsin S cos + (d es sing], 
sin, — cos ç —dsin 了 
c—b—d 0 d 
a .a a 
A1 =| cos wy | (c — b) LILI + (d — c) cos S sin d š 
. B B 
cos ç sin Ç bcos ç 
AA, AT 第 三 列 的 代数 余子 式 依次 为 
i 2 ue: 
sin ç cos + e a 
13 — 8 8 Lo dM E 
sin — cos x 
c—b—d 0 8 
x == E L 二 
A5 = "m — (c— b d) cos >, 
2 2 
c—b-d 0 
A33 = (b+ d — c) cos Z: 
sin — -c5 
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os“ sinc 
cos— sin— 
2 2 Qa = 
AT. = z z = gin ; 
m dn ° 
2 2 
c—b-d 0 8 
A23 =- i sin d = (c-b- d)sin7, 
cos > 7 
y c—b—d 0 . Q 
Aza = a |—(b-d—c)sinz. 
Cos — em oy 2 
所 以 
2 
An d? [osin Z cos $ + (d — c) cos Š sin d 
Pug rc = = ， 
2A 1a A as A as 2(c — b — d)? sin a p cos Š cos É 
EN. a LE 
" a”? (b — cy? [osin eos 4 (d — c) cos 3 sin d 
hh CACXEOCERCONg C == — == === = =' 


2A7.3A723A7353 p-a 


2 

推论 9.1.5 W A,B,C, D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 , 001, 002 
分 别 是 以 AC, BD 为 直径 的 两 圆 . 若 001, 002 相交 于 点 X M Y, M 和 分别 是 
001,00; 上 异 于 X,Y 的 两 点 ZMO1D = o,ZNO;D = 8. W b = dag,c = 
dac,d = dap; 过 X 和 YZ4 和 MD 和 NC 和 MB 和 AN 的 直线 依次 为 
li, lo, l3, l4, ls, MI 


2(c — b — d)? sin 3 sin g sin 


4 ** a B 
Diis = 一 (<) tan; tan 5 Dun: (9.1.11) 


WERA ”由 式 (9.1.9) 和 (9.1.10) 易 知 式 (9.1.11) 成 立 . 

推论 9.1.6 W ALB, C, D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 , 001, 002 
分 别 是 以 AC, BD 为 直径 的 两 圆 . 若 601, 002 AXTA X AY, M UN 分 别 是 
001,00: 上 异 于 X,Y 的 两 点 , ZMO1D = a, LNO2D = B. 则 直线 XY, AM, DN 


(XY, BN,CM) 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 btan S = (c — d) tan A 
证 明 ”由 式 (9.1.9) 和 (9.1.10) 可 知 , 直线 XY, AM, DN(XY, BN, CM) 相交 于 


一 点 合 Dunt = 0(Diiu = 0) e bsin s cos É + (d — c) cos 3 sin É 一 0 今 btan Ç = 
(c — d) tan É, 


推论 9.1.7 W A,B,C, D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 , 001, 002 
分 别 是 以 AC, BD 为 直径 的 两 圆 . 若 001, 00» 相交 于 点 匀 和 Y,M 和 分别 是 
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001,002 EFF X,Y 的 两 点 , 则 直线 XY, AM, DN 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 
直线 XY, BN,CM 相交 于 一 点 . 

注 9.1.3 ”推论 9.1.7 的 充分 性 即 为 第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 题 . 

定理 9.1.6 L 是 过 点 Pi(acosai,bsinai)(i = 1,2,3) 且 与 椭圆 z2/a2 十 
y?/w? = 1 在 该 点 处 的 切线 垂直 的 直线 , 则 


atb (a-b) <. f 
Diis = = >》 sin(ai+l — ai) sin 2Qi+2. (9.1.12) 
4ab] [ sin(o...: — Qi) pl. 
i=1 


证 明 ”椭圆 z2/a2 + y? /b? = 1 YE P;(acoso;,bsino;) 处 的 切线 的 方程 为 
b cos e; : z + asin av; : y — ab = 0. 


TER li 的 方程 为 


a sin Q; : z — b cos qi : y + c; = 0, 


将 P,(acoso;,bsino;) 的 坐标 代入 求 得 c; = "G — a?)sin2o;, iX 


1 
asino;:z —bcoso;-y + Aa — a?) sin 2a; = 0. 


根据 线 型 三 角形 面积 公式 , 得 


Sinal coso; Ssin2ai 

a?(—b)*(P — a2)2 : . 
Duis —— ——;———— —— | sinas cosas sin20s 
8a3b3 II sin(o;41 一 ai) | sinag cosas sin2as 

4=1 1 
3 
a + b)? (a — b)? , : 

EMEN. bd sin(oj41 — Qi) sin20,,25. 
8ab | [sin(o.: = Qi) -— 

i—l 


推论 9.1.8 ”过 点 P;(acoso;,bsino;) 且 与 椭圆 z?/a? + y?/6? — 1 在 PP 处 的 
切线 垂直 的 三 条 直线 1; (à = 1,2,3) 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 


3 
Y sin(ai+ı -ai)sin2ai+s = 0. (9.1.13) 
i—l 
WEB] ER (9.1.12) 得 , 三 条 直线 LU = 1,2,3) 相交 于 一 点 S Dii = 0 @ 
sÉ (9.1.13) 成 立 . 
定理 9.1.7 W l; 是 过 点 Pi(asecai,btanai)(i = 1,2,3) 且 与 双 曲 线 z2/a2 — 
y?/? = 1 在 该 点 处 的 切线 垂直 的 直线 , 则 


. 232. SB 9 3€ 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


2 | 0522 3 
Diya = —— nr A Y sin(sin Qi 一 0444) tan 042. (9.1.14) 


. š ;=1 
2ab I! sin(sino; — 0541) ' 
=i 


证 明 WH z2/a2 — 42/52 = 1 YE P;(asecoj, btanai) 处 的 切线 的 方程 为 


bz — asin qa; - y — ab cos q; = 0. 


于 是 设 1; 的 方程 为 


asina; x + by + ci = 0, 
将 P;(aseco;, btano;) 的 坐标 代入 求 得 c; = —(a2 + b2)tano;, 故 
asina; - z + by — (a? + b?) tan a; = D. 
根据 线 型 三 角形 面积 公式 , 得 


1 sino, tano; 
(ai? [- (a? + P) 
Di I 9——À  E— — — L minua tomes 

2a3b3 II (sina; —sino;,1) | 1 sinos tanos 


i=l 


5 232 3 
a^ +b : ; 
( ) > sin(a; — sin Qi+1) tan ai+2. 


= 3 
" ; i=l 
2ab IÍ sin(a; — sinoj;41) ' 
i=1 


推论 9.1.9 ”过 点 P;(aseco; btano;) 且 与 椭圆 z2/a2 — y?/b? = 1 Æ P, 处 的 
切线 垂直 的 三 条 直线 1;(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 


3 
> sin(o; — sinoj41) tan oj,2 = 0. (9.1.15) 
i-l 


WEBB ”由 式 (9.1.14) 得 , 三 条 直线 LU = 1,2,3) 相交 于 一 点 e Dii 206 
式 (9.1.15) 成 立 . 

定理 9.1.8 Wl, 是 过 点 PPB(2pwui,2pu?)(i = 1,2,3) 且 与 抛物 线 y? = 2pz 在 
该 点 处 的 切线 垂直 的 直线 , 则 


2p2 z 
Dij tats E 3 P Y uu? (usa = ui). (9.1.16) 


ll (C — u;) eS 
i=l 


WEBB PMH y? = 2px 在 P;(2pu;, 2pu?)(i = 1,2,3) 处 的 切线 的 方程 为 


z— 2u2y + 2pu; = 0. 
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于 是 设 li 的 方程 为 
2u?z - y *- ci — 0, 
将 P;(2pu;,2pu2) 的 坐标 代入 求 得 c; = —2pu2(2u; + 1), W 
2u2z + y — 2pu? (2u; + 1) = 0. 
根据 线 型 三 角形 面积 公式 , 得 
2 
u? 1 u?(2u +1) 
j uj 1 u2(2u5-4 1) 
16 [[ e? —u2,,)| u 1 u$(2us-4 1) 
i=1 


22 = 2 
Sues (-2p) 


3 
d 
2p* > Ui Uii (Uitl — ui) 


$=1 


推论 9.1.10 “过 点 P,(aseco;, btano;) HSR z2/a2 — y?/b? = 1 Æ P; Ab 
的 切线 垂直 的 三 条 直线 1;(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 


3 
> uz uzy (uig1 — ui) = 0. (9.1.17) 
i—1 


WEBB EA (9.1.16) 得 , 三 条 直线 1;(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 e Diui =0 
式 (9.1.17) 成 立 . 
定理 9.1.9. V OABC 是 平行 四 边 形 , E, F, M, N 分 别 是 AB,OC,OA, BC 所 
在 直线 的 分 点 , B. BE/EA = 和 ,OF/FC = 13, AM/MO = ui, CN/NB = ys. i 
OE, AF, CE, BF. MN 所 在 的 直线 方程 分 别 为 ,12,71, 15. Ls, W 
Di, _ (1 p2 — Np + Np2 — NN — Asia)? D 
st 2(1 + 2À2 + X Aa gis + 62)(61 + A162) OBG 
(1+ pa + Magna — àiu — M22 — ài Ào u2)? 
2(1 十 2 和 1 十 À1À2)(ó1 + 202) (0101 T 03) 
其 中 61 = p + p 29102,94 = 2 + pi + 12,02 = (1 + ji) (1 + ua). 
WEBB ”如 图 9.1.3 所 示 . 设 平行 四 边 形 顶 点 的 坐标 为 O(0,0), A(a, 0), B(a + 
_ ‘atbt+Ma c Ab  Aoc 
b, c), C(b, c), 5B E| 2-99 : 
o) C( 9 TAE RA sity c (et t he, 223) „F (> 23 ! 


M (150) N (25e 9.) 求 得 各 直线 的 方程 


li:cr—(at+b+Aa)y=0, 


(9.1.18) 


Dv vis 三 一 DoAno;, (9.1.19) 
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l2 : XzcZz 十 (a 十 Xza 一 Xzbp)y 一 Xzac 王 0， 
lj : Acx + (a + Ma — AMib)y — (1 + A1)ac = 0, 
5: cz — (a + b + Aga)y + Agac = 0, 
la : 62c7 + [(1 — pi12)a — 62b]y — (1 + u2)ac = 0. 


9.1.3 


1 —a—b— Ma 0 
Ai 2-—ac!| X a+ ia- Ab A2 
62 (1—4au42)a — 09b. l-c p 


1 一 1 一 和 l 0 
2 
一 一 ac À2 l+ A2 入 2 
p(lo ua) 1 一 Ap lua 
1 一 1 一 和 l 0 
一 一 a2c2 0 1 入 2 


pi(l--u2) —p2(l+p1) lcu 
= — a2c2(1 +Ha — Mn+ Aaa — Mj — Mapa), 


À À2a 一 Ab À 1 
A13 =c 2 PAN < = 2 = —ac(À2ó1 + 02), 
02 (1 = HA1HN2)a < 一 62b 62 一 01 
0 1 一 — ó9b 02 1 一 
Ass =ë 2 ( n1iu2)a 2 - 2 AI1H2 n —ae(ó) + ER 
1 —a — b — Aa 1 —1-—A1 
1 —-a—b—A 
A33 —c k 1a) = ac(1 + 2À1 + M23); 
1 a+ àa — Mob 


Ài a+ àia — Aib 1+À1 
Aj ==ac| 1 —a — a—b —A2 


62 (1— g1ju2)a — ó2b 1+ p2 
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le XXX TEN 
—-—a*c 1 一 1 一 X2 一 和 2 
62 1— piy? 1+ 
à 0 1+À1 
=-@e| o a a 
1+ —(l-cj4)u2 1+p2 
= — a?» + ui +u — àiu — M22 — Aga), 


1 —a — Aa — b 1 -1-A ; 
Aae] . TOM ` = ac dus ac(ó, + A205), 
02 (1— ik2)a — ó2b 02 1l—jup2 
0 1 一 一 020 ó 1— 
Als = 2 ( HA1H2)a 2 二 2 HL1H2 = ac(N5 + 62), 
a + Ma — Mb 入 1 1 十 和 i 
入 A18 — A1b 
Ahaa) Wn | ed T A, 
和 2 —a — Aa — b 


故 由 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 , 即 得 式 (9.1.18) 和 (9.1.19). 

推论 9.1.11 WX OABC 是 平行 四 边 形 , E, F, M, N 分 别 是 AB,OC,OA, BC 
所 在 直线 的 分 点 , H BE/EA = 入 ,OF/FC = x, AM/MO = ji, CN/NB = p. 记 
OE, AF,CF,BF,MN 所 在 的 直线 方程 分 别 为 0o, UD, la. 车 13 $ h, l A UU, 
的 交点 , 则 ua = ua. 

WEBB — Hi s X hl ML, 两 交点 ,得 


cw ns uua 55, 
Dui = 0 1+ quac Apa nə — Mo — MA = 0, 
两 方程 相 减 , 得 
(u2 — pi)(1 + Ai)(1 + A2) = 0, 
注意 到 (1 + A1)(1 + Aə2) Z 0, Ẹ m = uo, 从 而 推论 9.1.10 RZ. 
ik9.14 74 M,N 分 别 为 线段 OA, BC 的 中 点 时 , 即 是 1994 年 澳大利亚 数 
学 奥林匹克 试题 . 


9.2” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 在 三 线 共 点 证 明 中 的 应 用 


在 几何 中 , 往往 会 遇 到 三 线 共 点 的 问题 . 根据 9.1 节 的 知识 , 只 要 知道 三 条 直线 
的 方程 , 就 可 以 把 三 直线 是 否 共 点 的 问题 转化 成 线 型 三 角形 面积 是 否 为 零 的 问题 . 
本 节 主 要 讨论 线形 三 角形 有 向 面积 公式 在 三 线 共 点 证 明 中 的 应 用 .首先 给 出 
三 直线 共 点 的 充分 必要 条 件 ; 再 据 此 讨论 线形 三 角形 有 向 面积 公式 在 一 些 具体 的 三 
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线 共 点 问题 证 明 中 的 应 用 , 从 而 给 出 著名 的 高 线 定理 、 中 线 定理 、Neuberg 定理 和 
Ceva 定理 和 一 些 数 学 竞赛 题 等 结论 的 证 明 或 推广 . 
9.2.1 三 直线 共 点 的 充 要 条 件 

定理 9.2.1 任意 三 条 两 两 相交 的 直线 1; : aim 十 biy 十 ci = 0 (i = 1,2,3) 共 点 
的 充 要 条 件 是 其 一 级 行列 式 

A; = 0. (9.2.1) 

证 明 ”根据 式 (9.1.4) 知 , 三 条 两 两 相交 的 三 条 直线 li: aim + biy + e; = 0 (i = 
1,2,3) 共 点 e Diii = 0 e sÑ (9.2.1) 成 立 . 

推论 9.2.1 三 条 两 两 相交 的 的 直线 1, : aiz + biy 十 ci = 0 (i = 1,2,3) 满足 如 
下 两 个 条 件 之 一 : 


kiai +kz2a2 -- kaa3 = kibi1 二 kz2b2 二 ka3b3 = kici 十 kzcz 十 kacs = 0 (Kk ko ka = 0), (9.2.2) 
kiai+kə>bi+ kscl = kiaz + kəbo + kacə = kiasa + kob3 + kaca = 0 (kikoka Z 0), (9.2.3) 
则 这 三 条 直线 共 点 . 


证 明 ” 若 三 条 两 两 相交 的 直线 L : aiz 十 biy 十 ci — 0 (i= 1,2,3) WER (9.2.2), 
则 


kia; + k2a2 + kgaa kıbı + k2b2 + kabs kıcı + koə>c2 + kacs 
Ai Kari 十 bar2 十 Far3 l 


— b 
kı a2 2 C2 
a3 b3 C3 
0 0 0 
1 
== | bə c2 |=0, 
as b3 cs 


所 以 三 条 直线 L; : aix + biy +c =0(i = 1,2,3) FA. 

类 似 地 , 可 以 证 明 三 条 两 两 相交 的 直线 1, : aiz biy + ci = 0 (i = 1,2,3) 满足 
式 (9.2.3) 的 情形 . 
9.2.2” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 在 三 线 共 点 证 阴 中 的 应 用 

例 9.2.1 已 知 两 平行 四 边 形 ABCD, AMNP, 其 中 M, P 分别 在 直线 AB, AD 
E. 证 明 : 直线 MD, BP, NO 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 9.2.1 所 示 . 不 妨 设 平行 四 边 形 ABCD, AMNP 顶点 的 坐标 分 别 
为 A(0,0), B(a,0), C(a + c, d), D(c, d), M(b,0), N (b + e, f), P(e, f). 注意 到 ed = cf, 
求 得 直线 BP, MD, NC 的 方程 分 别 为 


-fr+(e—a)yt+af=0, 
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— dz + (c — b)y + bd = 0, 
(f — d)z + (a +c — b — e)y + (bd — af) = 0. 


因为 
-f e—a af -f e—a af 
Ai-| -d c—b bd |==] -d c-b bd |—0, 
f—d a+c-b-c bd-af 0 0 0 


所 以 直线 BP, MD, NC 相交 于 一 点 . 


图 9.2.1 ”两 平行 四 边 形 中 三 线 相交 于 一 点 


例 9.2.2( 高 线 定理 ) ”三 角形 PPP 的 三 条 高 线 P42H; 所 在 直线 h, 相交 于 
一 点 , 其 中 P, oH, 1 P,P,,i 于 HQ = 1,2,3). 

证 明 ”如 图 9.2.2 所 示 . 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 Piy) 于 是 由 直 
线 PD 的 方程 


(yi — Yiti)T+ (và — zi)y + (Tiii — Tit1yi) = 0 
可 得 n; 的 方程 
(zig1i— ZiT (ixi — yi)y + ci — 0, 
其 中 c; = (z; 一 2;41)2i42 一 (yi — Vixi)Vis2- 因为 


3 


3 
Y (ti — di) => (yi+i — 9i) —0, 
i—1 


i—1l 


n n 
>` Ci = Yi — $ii)ti3 — (NW — Vix1)yix2] 
il 


i—1 


Lu 
E 5 (TiTit2 一 Tit1Tit2 一 YiYi+2 + Visiyis2) 


(al 


m 
E Y (Titi — Ti+1Ti+2 一 Yi+1Yi + Yi+1Yi+2) =0, 


i—1 
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所 以 三 角形 P. P, Ps 的 三 条 高 线 Pho Hi 所 在 直线 hili = 1,2,3) 相交 于 一 点 . 


922 ”三 角形 高 线 定 理 


BJ 9.2.3( 中 线 定理 ) ”三 角形 PPPs 的 三 条 中 线 P,» M; 所 在 直线 m, 相交 
于 一 点 , 其 中 M, 是 P.P; iG = 1,2,3) 的 中 点 . 
证 明 ”如 图 9.2.3 所 示 . 设 三 角形 PPP 顶点 的 坐标 为 P(xzi,yi), 于 是 中 点 
的 坐标 为 
M, (° uM I Vi ten) (i — 1,2,3). 


图 9.2.3 三 角形 中 线 定理 


中 线 m; 的 方程 
i Vi Tipi Ti 1 
c = een) ZT 十 Ge = 29 V5 ria (Yt yii) - (Lit rit1)yit2)] = 0, 


即 
(2yix2 — Yi — Yi+1)T + (Ti+1 + Ti — 27i+2)Yy + ci = 0, 


其 中 c; = (z;+2% — LiYi+2) + (Vit2Yitl — Ti+1Yi+2). 
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3 3 3 
$.Qva2-yi ua) 20, 3 (za +2- 2zi) 20, e =Q0, 
i—1 i—1 i=1 
所 以 三 角形 PPP 的 三 条 中 线 Pi2M: 所 在 直线 m, 相交 于 一 点 . 
例 9.2.4(Neuberg 定理 ) ”过 三 角形 PPP: 各 顶点 向 一 直线 L 作 垂 线 , 再 过 
它们 的 垂 足 分 别 作 其 对 边 的 垂 线 , 则 这 三 条 垂 线 共 点 . 
证 明 ”如 图 9.2.4 所 示 . 不 妨 设 工 为 z 588, P,Q; LL 于 Qi, 三 角形 P, P; Ps 顶 
点 的 坐标 为 Pili yi), 于 是 Qi 的 坐标 为 Qi(zi,0)(i = 1,2,3). 


Q Q. Qs L 
9.2.4 Neuberg 定理 


W Qi 到 P, P, , 垂 线 h, 的 方程 为 


(Bit1 — 2;)Z + (Wt1 — yi)y + ci = 0, 
将 Qir 的 坐标 代入 得 


Ci = (zi — Pit1)Tit2. 


因为 
3 3 3 
Y ci - (zi - zui)mas = Y (zizita 一 ZiHlziHa) 
i-i i-l i=1 
3 
= (vitiTi — ZitiTit2) = 0, 
i=1 
所 以 结论 成 立 . 


例 9.2.5(Ceva 定理 ) 在 三 角形 P. P2 P 的 边 Pi P>, Ps Ps, Pa P. 所 在 直线 上 


依次 取 点 Qi, Qo, Qs. WE: P, Q>, P,Qs, PQ 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 is l 
PQ PQs _ 
Q2P> QsP, ` 


WEBB ”如 图 9.2.5 所 示 . 不 妨 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 P; (0,0), P;(a, 0), 
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P. P: P. — 
Ps (b, c), aa = 和 1， i. = 和 2， 5 二 M. 于 是 Qui. Q2, Qs 的 坐标 为 


aM a+bÀAə cÀ b ë 
a (20). e (SS). e (uix): 


TEKE PQ: 的 方程 为 


cÀoz + (a + bÀ2)y = 0, 


P,Qs 的 方程 为 
—cz + [(b — a) — aAa]y + ac = 0, 
PQ: 的 方程 为 
e(1 + Ai)z + [a3 — b(1 + 1)]y — A1ac = 0. 
y 
O(P.) Qı P, 
图 9.2.5 Ceva 定理 
于 是 
一 CN2 a + bài 0 一 和 2 a + bM 0 
A = —c b—a(l--As) ac |—ac| -1 b—-a(1+2)33) 1 
c(14-À1) (a—b)Ài —b —acX l+A (a—b) |í —b —A 
一 和 2 a+ bài 0 
=F 2 0 b-a +à) 1 |=azc(1 一 XXXs)， 


1 (a == b)Ài —b 一 和 1 


P. P. 
因为 ac Z 0, 所 以 P, Q>, P2Qs, PsQi 交 于 一 点 1-3 = 0 @ 1Q1 PQ. 
QiP; Q2P3 
PQ3 — 1 


Qs 
例 9.2.6(2003 年 考研 题 ) ”已 知 平面 上 三 条 不 同 直线 的 方程 分 别 为 


lı :ax +2by+3c=0, lz:br+2cy+3a=0, ls:cmg+ 2aq+ 3b — 0, 
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证 明 这 三 条 直线 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 c++c= 0. 


证 阴 
a 2b 3c a b c 
Ai-|5 2c 3a |== 6| b c a 
C3 一 
c 2a 3b c a b 
a+b+c a+b+c a+b+c 
Ji rem 6 b z ë 
C a b 
1 1 1 1 0 0 
—(a-cb-c)b c a i (a +b+o) b c—b a—b 
3 一 C1 
c a b c a—c b—c 


= (a + b + c)(a? +b? + c? — ab — bc — ca) 
= (a + b+ c)[(a — b)? + (b — c)? + (c — a?], 


因为 (a — b? + (b — c)? + (c — a Z 0, 所 以 三 条 直线 相交 于 一 点 e Al = 0 @ 
a+b+c=0. 
例 9.2.74 11 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 题 的 推广 ) ” X H 是 三 角形 ABC 
Hò, 由 C 向 以 AB 为 直径 的 圆 作 切线 CP,CQ, 切 点 为 P,Q, 求证 P, H,Q 三 
证 明 ”如 图 9.2.6 所 示 . 设 三 角形 顶点 的 坐标 为 A(—a,0), B(a,0), C(b, c), XE C 
作 CDLAB T. D, ATE AELBC 于 .于 是 以 AB 为 直径 的 圆 的 方程 为 r? + y? = 
a?, CD 的 直线 方程 为 
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因为 kag = —1/kpc = (a 一 b)/c, 故 AE 的 直线 方程 为 
(a — b)z — cy + a(a — b) = 0. 


又 因为 PQ 在 以 OC 为 直径 的 圆 z2 — arz y? — by = 0 E, 两 圆 方程 相 减 便 得 过 
两 圆 交 点 已 Q 的 曲线 方程 
bz + cy — a? = 0. 
这 是 一 直线 方程 , 因此 为 直线 PQ 的 方程 . 
因为 三 条 直线 PQ, AE 和 CD 的 系数 行列 式 


b c —a2 b c —a2 
Ai=|a-b —c a(a—b) =” a 0 -ab |=0, 
1 0 —b 10 -b 


所 以 这 三 条 直线 相交 于 H A, 即 P, H, Q ZARR. 

注 9.2.1 当 ABC 为 锐角 三 角形 时 , 即 为 第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 题 . 

Hi 9.2.8(1997 年 美国 数学 竞赛 题 ) 分别 以 三 角形 P, P, Ps 的 边 Pi P2, P> Ps, Ps 
P, 为 底 边 作 等 腰 三 角形 PPQ, P, PsaQo, P3P1Qs, RKE: SAE P1, P5, Ps E QQ, 
Q1Q2, Q2Q3 HER 1, 15,15 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 9.2.7 所 示 . 设 三 角形 Pi P, Ps 顶点 的 坐标 为 Pilti yi) dQ;_p,p,,/ 
dp,p,,, = Li(i = 1,2,3), 于 是 由 定理 7.1.1 的 证 明知 , 各 等 腰 三 角形 顶点 的 坐标 为 


Tid Ti i + Vi ' 
Qi (zm 2 - + ni(yii — yi); NE. Mi(Tit1 一 2) (i = 1,2,3). 


2 
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记 
ai = (Zip — 2i) - 2higi(Jia2 — Wii) — Zhi (Wt — Vi), 
b; = (Yit2 — yi) + 2pi(tigy1 — 2i) — 2pi+1(Ti+2 — Tit1), 
则 x 
RQ, Qy = we 1— 1.2,3, 
i 
ER iy 的 方程 为 xi 
y — Yi+ı = -7 一 Zi41), 
即 
ait + biy + cj = 0, 
其 中 ci = Tigi (£i — i42) tH Yita (Yi —1⁄i+2) + 2Bi+1(2i+23+1—Zi+18⁄+2) - 2|! (ziyisi — 


Tijiyi)- 
3 


3 3 
因为 Y a, = y» [(zi+a — 2i) + 2pit1(Yit2 — Visi) — 2pi(Yit1 — yi)] = 0, Y> b, 
1—1 del i=] 


3 
= 》 = 0, 所 以 l3,l2,l3 相交 于 一 点 . 


“ 例 9.2.9(1966 年 基辅 数学 奥林匹克 题 的 推广 ) 以 三 角形 ABC 的 边 AB 为 
直径 作 一 圆 . 设 M 和 M> 分 别 是 圆 与 AC, BC 的 交点 , 过 Mi, M> 分 别 作 圆 的 切 
£X t;,t2. 证 明 : 切线 tito 与 三 角形 ABC 的 高 CD 所 在 直线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 9.2.8 所 示 . 设 三 角形 ABC 顶点 的 坐标 为 A(—a,0), B(a,0), C(b, c) 
(a > 0), 于 是 以 AB 为 直径 的 圆 的 方程 为 z2 -- y? =a. 显然 , 当 ABC 为 直角 三 角 
形 时 , 结论 成 立 . 


图 9.2.8 


当 ABC 为 锐角 三 角形 时 , LBOMi = 24, ZBOM: = x — 2B; 4 ABC 为 钝 
角 三 角形 时 , 不 妨 设 4 为 钝 角 , 则 /BOM; = xz + ZAOM, = 2x — 2Z0AM; = 
2x — 2(x — A) = 2A, ZBOM; = x — 2B. 由 于 
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2 2 _ 2 - aS. . LX 
mwRAOicam Am: (ty c cos2B = (e b)“ — e 


(a--b)?--c? (a+b) +e (a — b)? + c2' 
š 2T _ 2(a 4 b)c _ 2(a — b)c 
cx M DEM Fx. T DRE (a—b dr 
于 是 切 点 的 坐标 为 


a|(a+b) — c]  2ac(a — b) a[(a-4- b)? — e] 2ac(a — b) 
a [Sas c rrr rra 


故 求 得 圆 在 Mi, M» 处 的 切线 及 CD 的 直线 方程 分 别 为 
tı : [(a +b)? — c?]z + 2(a + b)cy — a[(a + b)? + c?] = 0, 
t» : [P — (a — b)?]z + 2(a — b)cy — a[(a — b)? + °] = 0. 
CD:z—-b-0. 
因为 
(a4-b)?—c? 2(a+b)c -—al(a +b)? + c2] 


Ai=| 2 -— (a+b) 2(a—bc -—al(a — b)? + c2] 
1 0 —b 
(a+b) D —c? a+b al[(a+ 5b)? 4 c?] 
x -2c| 2 (a+b)? a-b al(a-— b 4c] 


c3+(—1) 


1 0 b 
(a+b)? —c? a+b al[(a+ 5)? 4 c?] 
as 2b 1 a? + +e 
1 0 b 
= —A4ac[b(a + b)? — bc? + (a + b) (a? + b? + c?) — a(a + b? — ac? — 2(a + b)b2] 
= 0, 


所 以 两 条 切线 i,t。 和 三 角形 ABC 的 高 CD 所 在 直线 相交 于 一 点 . 

it 9.2.2 1966 年 基辅 数学 奥林匹克 题 为 : 以 三 角形 ABC 的 边 AB 为 直径 
作 一 圆 . 设 M. 和 M. 分 别 是 圆 与 AC, BC 的 交点 , 过 Mi, Mo 分别 作 圆 的 切线 . 证 
gj: 这 两 条 切线 的 交点 落 在 三 角形 ABC 的 高 CD E. 

例 9.2.10( 第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 题 ) CA: 在 平面 上 一 线段 AB,M 为 
AB 上 任意 一 点 , 在 AB 的 一 侧 分 别 以 AM 5E BM 为 一 边 作 正 方形 AMCD 与 
BMEF. 这 两 个 正方 形 的 外 接 圆 除 相交 于 M 外 , 还 相交 于 点 N. 求证 : 直线 AE 
与 BC 相交 于 点 N. 
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证 明 如 图 9.2.9 所 示 . 不妨 设 正方 形 AMCD 与 BMEF 顶点 的 坐标 为 
A(0, 0), M (2a, 0), C(2a, 2a), D(0, 2a); B(2a+2b, 0), M (2a, 0), E(2a, 2b), F(2a+2b, 2b). 


图 9.2.9 


于 是 AMCD 与 BM EF 的 外 接 圆 的 方程 分 别 为 


(z—a)2 + (U—a)2—2a2 和 (z -—  2a— b) + (y — b) = 2b?, 
两 方程 相 减 , 得 MN 的 直线 方程 
(a + b)x + (b — a)y — 2a? — 2ab = 0, 
X AE, BC 的 直线 方程 分 别 为 
bz — ay = 0, 


ax + by — 2a? — 2ab = 0. 


由 于 
a+b b—a —2a(a + b) 0 0 0 
Ai = b —a 0 Iure [o a Ü = 0, 
a b —2a(a +b) a b  —2a(a-4b) | 


所 以 三 直线 MN, AE, BC 相交 于 点 N/. 

因为 AM = MC, EM = BM,ZAMC = ZBMC = 90°, 所 以 在 三 角形 AME 
和 三 角形 BMC 全 等 ,于 是 ZN'AM = ZBCM. tk A, M, N',C 共 圆 ,从 而 A, M. N, 
C, D E, 即 N 在 正方 形 AMOD 的 外 接 圆 上 , 所 以 N' 与 N 重合 . 

例 9.2.11( 第 25 届 全 苏联 数学 奥林匹克 题 ) ”在 矩形 ABCD 的 边 AB, BC. 
CD,DA 上 分 别 取 异 于 顶点 的 点 K,L, M,N. 已 知 KL//MN,KM NL KE: KM 
和 LN 的 交点 在 矩形 的 对 角 线 BD E. 
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证 明 ”如 图 9.2.10 所 示 . W EJ ABCD 顶点 的 坐标 为 4(0,0), B(a, 0), C(a, b), 
D(0,b), KM 和 ZN 的 直线 方程 分 别 为 


y = kr +c Ñ y= —z/k +d, 


图 9.2.10 


Bp 
kz—yt+c=0 和 wz/k+y—d=0, 
于 是 求 得 BD 的 方程 及 K,L, M,N 的 坐标 分 别 为 
rz/a+w/b-—1 = 0, 
K (2,0), L (a,d— 2), m (x9). N(0, d). 


XH KL//MN 得 


b-d  d-ajk 
(b—c)/k a+c/k’ 
化 简 得 


k?a(b — d) + kb(c — d) + a(b — c) = 0. 
于 是 三 直线 KM,LN 和 BD 的 一 级 行列 式 


k —1 c 
Ai=| 1 1 -d TIERT 
l/a 1/& -1 
..Fa(d — b) + kb(d —c) +a(e —b) _ o 
kab 


从 而 KM 和 LN 的 交点 在 矩形 的 对 角 线 BD 上 . 

例 9.2.12( 第 18 届 全 苏联 数学 奥林匹克 题 ) w oO 内 切 于 三 角形 Q192Qs, 
QiQi#1 与 00 的 切 点 为 已 ,QiO 与 oO 的 交点 为 Rili = 1,2,3). 求证 : R. P», R2 P5, 
RsP, 相交 于 一 点 . 
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证 明 ”如 图 9.2.11 所 示 . 以 圆心 O 为 坐标 原点 建立 平面 直角 坐标 系 , OO 
的 半径 为 a, QiQi+l 与 60 切 点 的 坐标 为 P,(R cosa, Rsino;)(i = 1,2,3), 于 是 OO 
的 方程 为 zz + y? = a?. 由 QitzQi 和 QiQi+l 的 方程 


COS v; 22 + Sinoj42y = a 和 cosoj;r 十 sinaiy = a 


求 得 三 角形 QiQoQs 顶点 的 坐标 


Qi 十 Qi 上 2 . Qi 十 Qi+2 

CE s asin— 
| —— — .,.,— O | (=1,2,3). 
Qi Qi — Qi+2 ^" Qi 一 Qi+2 ( 2.3) 


COS —— ———— cos 
2 2 


于 是 直线 QiO 的 方程 
sin ESH Li cog TOH yo, Bl y = tan 
将 其 代入 @O 的 方程 , 求 得 线段 Q;O 与 oO 的 交点 为 
Ri [a es me oid —asin e es) (i = 1,2,3). 
2 2 
RiP 的 方程 为 
(sn = E + sin SE c out —— + cos 23 y 


— a sin (cepe Ic 一 a) = 0, 


ai + 042 
Ras M 


即 
. Qi 十 ai+2 + 2G;+1 Qi + Qiya + 2044 
sin ———————— —— .g-—cos—————— .. 
4 4 
Qi 十 Qi+2 — 204 
aan naa HH ~ (i = 1,2,3). 


4 


: 248 . 
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于 是 三 直线 组 RiP,, Ro Ps, RsP, 的 一 级 行列 式 


Q1 + 03 + 203 


4 


4 


Q3 + Go + 204 


4 
3 
i + G; 20 
-a sin La Tom 


i=1 


— COS 


4 
3 
a ^ Qi + Qi+2 + 2041 
二 一 5 BIN o——————— 
< 4 
i=1 
. 3o; + 204 1 — O43 n 
二 A HA an 


Q2 + Q1 + 203 
n —ə—  — ə y  ə >— [>,>ə>= - Ln 


Ql 二 Q3 十 2Q2  ，al 十 a3 一 2a2 
ei O E EA 


4 4 
Q2 + Q1 + 203 . Q2 + Qı — 203 
GO uU BHMb——————————S 
4 4 
Q3 十 aa + 201 . Q3 Qo — 201 
— À o SECUN -- 


n 262 十 ai+i — 204 cos St 十 ai + 20442 


4 4 


Qi+2 + 0441 t 205 sin i+ + ai — 2G;+2 


Je 


. 90442 + 20441 — Qi .3Qi + Qi+2 


4 


Qi 十 3aQi+2 
4 


4 


3 
Nu Y sin Š: + ai+2 + 2041 dii 3ai+2 + 20441 — Qi 
2 4 
t=1 


— sin 
4 


4 


3 
a y . Qi + Qi+2 + 20j41 . 3Qi 十 Qi+2 
+ 2 (- II; Auu————— 


i=1 


al 
sm 7] 


3 
a 
Fiere > [es 十 ai+1) 一 cos 


Qi — Gi+1 
2 


3 
a 204 + ai+2 十 Qi+1 
o p» (s —— = 


i=l 


一 Cos(ai+2 + Qi+1) — cos š 


: 2 
i—1 
2858 204 + Qil + Qi+2 


Qi+1 + Qi + 20142 ia 3Qi+1 + 2Qi+2 — Qi 


Qi+i + Qi + 20449 . 
am sin 


EE 


4 


Qi+1 十 3ai 
4 


Qi 一 Qi 十 2 
2 


š Ql — Qi 
2 


_ cog QH2 一 Gi 
2 , 
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所 以 RUP», R3PS, Rs P, 相交 于 一 点 . 

例 9.2.13(1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 )” 设 @O 内 切 于 三 角形 QiQ»sQs, 
QiQiti 与 00 的 切 点 为 P,,Q,Q i 的 中 点 为 Mi(i = 1,2,3). KUE: P.P, i, Qi0， 
Mi 41 Maa(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 9.2.12 所 示 . 以 圆心 O 为 坐标 原点 建立 平面 直角 坐标 系 , 设 OO 的 
半径 为 a, QiQi+l 与 600 切 点 的 坐标 为 P;(Rcoso;, Rsino;)(i = 1,2,3). H Qi+2Q; 
和 QiQi+1 的 方程 


cosQit2T+ sinoj,2y = a 和 cosaiz 十 sinaiy = a 


图 9.2.12 


求 得 三 角形 QQQ 顶点 的 坐标 


Qi 十 Qi+2 ， G; taita 
QiCOS ——— ——— Iti —— 


2 2 ; 
;| 一 一 一 一 和 一 ,一 一 一 一 和 一 i—1,2,3). 
Qi Qi 一 Qi+2 ’ Qi 一 Qi+2 ( 8) 
cos cos 
2 2 
于 是 直线 P.P, , Q O 的 方程 分 别 为 
Qj F Q1 - Q; 04431 Q1 一 Ci 
cos 一 一 站- .二 sn 一 t iy — acos ~+ “一 0， 
2 2 2 
Qi + Qi 十 2 Qi 十 Qi 二 2 
AH1WMi+a 的 方程 为 
n Q tai . Od + Qi+3 Qi + Qi 十 2 Qi+1 + G; 
sin ———— sin 一 -一 一 一 cos—— cos—— 
LAM ERN UNE EUM POP usa; aqa; asa RM, 5 
Q1 — G; Qi 一 Qi 十 2 Qi 一 Qi 十 2 Qi+1 — Qi 
COS —— — cos —— —— COS ——————- cos ———— 
2 2 2 2 
. Qi+2 — Qi . Qi+2 一 Qi 二 1 
= pi 2. REI 
Evo] PEN ya: un Ea NET, oer E NN 
Qi+1 — Qi Qi+2 — Qi+1 Qi+1 — Oi Qi 一 Qi+2 
2 | cos 2+ * cos —3 - "e enin Ask ies as 


2 2 2 2 
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. Qi — Oil 
sin—-——- 
t—BdCá—ac—sw—x|-29 
Qi+2 一 Qi 十 1 Qi 一 Qi 十 2 
cos ——— = cos — 
BH 
Qi+2 — Qi 十 1 Qi 十 2 一 Qi 二 1 
Soga e Ü 8 一 外 2 EL, £z 4-2sino;cos —— Mh., 
O42 — Qi41 Q1 + Qi 十 2 
~a [eos 十 COS (Sem pam Qi = 0. 


于 是 三 直线 组 P.P, i, Q O, M. i Mas 的 一 级 行列 式 


Qi + Oii . Qi + Qi 二 1 Qi+1 一 Qi 
gaa e E sin ——— s qug a s ERN 
2 2 2 
Qi + Qi 十 2 Qi + Qi+2 
EE ss — s — m 0 
Ar =—a 
Q2 一 Qi+1 
Q2 一 Qi+1 Q2 — Qi 十 1 "e 2 
1 . t 
2 cos qi cos ———————  2sin q; cos —— — — 
2 2 Qipi + Qi 十 2 
十 cos | 一 — ai 
2 
O41 — Qi Qi+2 — Qitl f; : G d Oii Qi + Qi 十 1 
一 一 [2 cos ZHZ cogs HHTH (sin o; sin SEAH + cos a; cos HEA 
2 2 2 2 
Qi+2 一 Qi+1 Qitl + Qi+2 Qi + Qitl Qi + Qi 十 2 
(cos 计 itl | cos (0)) (cos tt oog mtt era 
2 2 
. Qi Gigi . Ou d Oia 
+sin EH sin AT e) | 
2 2 
ita — Aiki Cl — Qç Oi — Mita 
= — a cos HZH [a os MHLZ cog ern 
Qi+2 一 Qi+1 Q 一 一 2 
cae ES cos (2581 02 £t TE -«)] 
Q i-a 1 Q a Qi+2 一 Œi+1 
= — acos + EE i. s ) + cos i a 
Q ni 1 1 + Qit2 
en A oo { a a) 


—0, 


所 以 P;Pi+1, Q0, Mia Miss(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 . 

例 9.2.14(1997 年 中 国 国 家 集训 队 测 试题 的 推广 ) ERÉ ABCD 中 , ZA = 
609,E 为 三 角形 ABD 外 接 圆 上 异 于 B, D 的 任意 点 , 直线 DE 与 AB 交 于 点 F, 
求证 : AD, BE, CF 三 线 共 点 . 

证 明 ”如 图 9.2.13 所 示 . 设 葵 形 顶 点 的 坐标 为 A(—a,0), C(a, 0), B(0, —a/ V3), 


D(0,o/ v3), 于 是 求 得 三 角形 ABD 外 接 圆 的 方程 为 (> 2) s? = Sa, 直线 AB 
的 方程 为 
z+ V3y = —a, (9.2.4) 
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图 9.2.13 


又 设 五 点 的 坐标 为 5 (s (—1 + 2cos0), H sino). 于 是 求 得 DE 的 直线 方程 


(3 — 2V/3sin0)z + V3(2 cos 0 — 1)y = a(2 cos0 — 1), (9.2.5) 
sÑ (9.2.4) 和 (9.2.5) 联 立 , SK AB, DE 交点 F 的 坐标 

—a V3 

a(2cos0 —1) V3(2cos0—1) 2cos0—1 

rr = ——— — R R = a, 

1 J/3 — cos 0 — /3sin0 

3—2V3sinó  V3(2cos0 — 1) 

1 —a 
3 — 2,/3sin 0 a(2cos0 — 1) 1 + cos 0 — V/3sinÓ 


YF = = — 


1 V3 
3—2V3sin0 V3(2cos0— 1) 
依次 求 得 直线 AB, BE, FC 的 方程 
r— V3y--a- 0, 

(3 + 2/3sin0)x + V3(1 — 2cos0)y + (1 — 2 cos0)a = 0, 
(1 + cos0 — v/3sin6)z + (3sin0 + 3V3 cos0 — 3V3)y + (V3sin 0 — cos0 — 1)a = 0. 


于 是 三 直线 组 的 一 级 行列 式 
1 _ 3 1 
Al —a 3 + 2/3sin 0 V3(1 — 2 cos 0) 1 — 2cos0 
1--cos0 — /3sin0  3sin0 4-3/3cos0 — 3/3  V/3sin0 — cos0 — 1 


V3(2— cos0 一 Vas) ` 


1 0 1 
3 + 2, 3sin0 2 — cos0 + V 3sin 0 2 — cos0 + /3sin0 
1 + cos0 — ,/3sin 0 2cos0—1 0 


(cz 十 V3cl )*2v8 4 /3a 


(cs 十 cl) 二 2 
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0 0 1 
= 4V3a 1+cos + /3sin0 2—cos0+ /3sin0 2— cos0 + /3sin 0 
1+ cos0 — v3sin ð 2cos0—1 0 


adi 2 1 2 cos0 1 4- cos 0 + /3 sin 0 

1 + cos 0 — V3sing 2cos0— 1 
= 4v/3a[2(1 + cos 0)(2 cos 0 — 1) — (1 + cos0 + V3sin0)(1 + cos0 — V3 sin 0)] 
x 


所 以 AD, BE,CF 三 线 共 点 . 
iko.2.3 HE E 点 限制 在 三 角形 ABD 外 接 圆 的 劣 弧 BD 上 时 , 例 9.2.4 即 
为 1997 年 中 国 国家 队 集 训 队 测试 题 的 结论 . 
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两 个 三 角形 的 透视 性 是 几何 学 中 一 个 十 分 有 趣 的 问题 , 很 多 数学 家 对 这 个 问题 
都 进行 过 研究 , 并 得 到 了 不 同形 式 的 透视 的 充 要 条 件 . 

本 节 用 有 问 面 积 的 观点 探讨 这 个 问题 . 首先 论述 两 三 角形 的 垂 三 角形 有 关 的 概 
念 ; 其 次 给 出 两 三 角形 及 其 垂 三 角形 有 向 面积 的 一 个 关系 定理 及 其 推论 , 包括 著名 
的 共 点 线 的 施 泰 纳 定理 ; 再 次 分 别 给 出 两 三 角形 的 顶点 向 量 数量 积 、 两 三 角形 顶点 
间 的 距离 之 间 和 两 个 三 角形 外 正方 形 中 心 三 角形 有 向 面积 之 间 的 定 值 定理 , 并 据 
此 推出 两 三 角形 垂直 透射 的 几 个 充分 必要 条 件 , 包括 两 个 著名 的 Zvonko Cerin's 定 
PR. 我 们 发 现 , 这 些 充分 必要 条 件 都 和 两 三 角形 的 坐标 的 某 种 对 称 性 有 关 . 


9.3.1 两 三 角形 的 垂 三 角形 有 关 的 概念 


定义 9.3.1 Y P, P, Ps, QQQ: 是 平面 三 角形 , 过 三 角形 P, P, Ps(Qi Q>Qs) 
的 顶点 P,(Q,) 作 三 角形 Qi QoQs(Pi P; Ps) 的 边 Q; iQ; 2 (Pii Pira) 的 垂 线 hilh!) 
(i = 1,2,3), 则 称 三 垂 线 hi, ha, ha. (hi, hh, hh) 依次 构成 的 三 角形 hihohs (hi hi, hi) 
为 三 角形 P P, P.(Qi Q>Qs) 对 三 角形 QiQoQs(Pi PoP) 的 垂 三 角形 (图 9.3.1). 

特别 , 当 三 垂 线 hi, ha, ha (h), hb, ha) 3E PAESE, 我 们 把 其 交点 看 成 是 三 角形 P, P; Ps 
(Q1Q2Q3) 对 三 角形 Q18283(P P; Ps) 的 垂 三 角形 的 特殊 情形 . 

显然 , 三 角形 P, P, Ps 对 其 自身 的 垂 三 角形 , 就 是 三 角形 P, P, P, 的 垂 心 . 

定义 9.3.2. VE hi(h,) 是 P, P, Ps(Qi Q2Qs) 的 顶点 (Qi) 到 三 角形 Q18283 
(P, P; Ps) 的 边 Q iQ aa 2 (Pi, i Pia) (i = 1,2,3) 的 垂 线 . Æ hi ha, hs (M, , hg, h3) 三 线 
共 点 , 则 称 三 角形 PPP 与 三 角形 8Q18283( 三 角形 QRQ: 与 三 角形 P. P> Ps) 
是 垂直 透射 的 . 
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P; 


Q. 
图 9.3.1 两 三 角形 的 垂直 透射 


显然 , 三 角形 PPRP 与 其 自身 是 垂直 透射 的 , 因此 三 角形 的 垂直 透射 关系 是 
自 反 的 . 

又 根据 三 角形 的 高 线 定理 , 即 得 三 角形 P, P, Ps 与 其 垂 足 三 角形 QQQ EE 
直 透 射 的 . 

定义 9.3.3 ”以 三 角形 所 在 平面 上 一 点 为 起 点 、 三 角形 的 一 个 顶点 为 终点 的 
向 量 称 为 三 角形 的 顶点 向 量 . 

显然 , 终点 为 三 角形 顶点 的 向 径 和 三 角形 的 边 向 量 都 是 三 角形 的 顶点 向 量 的 特 
殊 情 形 . 
9.3.2 ”两 三 角形 及 其 垂 三 角形 有 向 面积 之 间 的 关系 定理 及 其 应 用 

定理 9.3.1 ” 设 非 退化 三 角形 P, P, P.(QiQ>Qs) 顶点 的 坐标 分 别 为 Pi(zi,yi) 
(Qi(ui, vi), h;(h]) 是 三 角形 P,P;jPs(QiQsQs) 的 顶点 P(Qi) 到 三 角形 QiQzQs 
(Pi P,Ps) 的 边 Qit1Qit2(PitiPit2)(i = 1,2,3) 的 垂 线 C; = (ui 一 uig2)mi + 
(oil — vit2)yi(i = 1,2,3), 则 


3 2 
1 
DoiQsQs Dninana = D p, P, Ps Dit hih, = ri (> c) . . (9.3.1) 


=l 
证 明 (如 图 9.3.2) 直线 Qiy1Qi+2 的 方程 为 
(vixi 一 Vi+2)Z + (ui+2 — Ui+1)Y + (Ui+1Vi+2 一 Ui+2Yi+1) = 0, 
设 垂 线 hi 的 方程 为 
(ui+2 一 WiHi)Z 十 (ui+2 — Vit1)y + C; = 0, 
将 Pix; yi) 的 坐标 代入 求 得 
ë= Ct 1,2,8). 


第 9 章 ” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


图 9.3.2 三 角形 Pi P:P 对 三 角形 Q1Q2Q3 的 垂 三 角形 


由 于 


[(ui+2 — wit1) (Vi — vie2) — (ui — Wit2) (vio — Vit+1)] 


= 


m 
Il 
= 


[ivi — Uitti) + (aq 1972 一 WiH20i4+1) + (Uitzi — uivis2)] = 8D0,Q,Qs 


II 
器 


©. 
lI 
= 


故 由 式 (9.1.4) 得 


1 
Dni hshs = 天 Dr 一 一 | %7% vi—vs C3 
Q1Q2Qs 
uz — Ui “o — 01 C3 
2 
1 0 0 C1 + C5 + C3 
= zm | Vı— u3 U-— Vs C2 
16D}, p, p, 
22 — Ui Vo — V1 C» 


(C; + Co + C3)? 
4DqQiQ;Qs 


uj-—'u3 "71 — v3 


(Ci + C2 + C3)? 
16D, Qo, 


uz — Ur U2—01 


3 2 
1 
因此 Do. Q;Qs Dhihahs = 1 [> c) : 
i—1 


3 2 

类 似 地 , 可 以 证 明 Dp, p p. Dnsnn = ; (Y: c) , 所 以 式 (9.3.1) 成 立 . 
i—1l 

注意 到 式 (9.3.1) 的 右边 是 非 负 的 , 故 由 定理 9.3.1 即 得 下 面 的 推论 
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推论 9.3.1 三 角形 PPP (QQQ) 对 三 角形 QiQ>Q5s(Pi P; Ps) 的 垂 三 角 
JÉ hihsha(h hhi) 与 三 角形 Qi Q>Q5s(P, P; Ps) 是 同 向 三 角形 . 

推论 9.3.2 ” 非 退 化 三 角形 P, P,P,, Q1Q2Qs 的 垂直 透射 关系 是 对 称 的 . 

证 明 ”由 定理 9.3.1 知 , Di, s, n, = 0 € Dir, = 0, BR hi, ho, hs 相交 于 一 点 
的 充分 必要 条 件 是 hi hihi 相交 于 一 点 , 因此 两 三 角形 PPP, QQQ 的 垂直 透 
射 关 系 是 对 称 的 . 

推论 9.3.3( 共 点 线 的 施 泰 纳 定理 )” 设 hilh) 是 P,P)jPs(QiQ>Qs) 的 顶点 
P,(Q,) 到 三 角形 QiQoQs(P.PP3) 的 边 Qu iQ Lo (Piri Pit) = 1,2,3) 的 垂 线 ， 
Jl] hi, hz, ha 三 线 共 点 的 充 要 条 件 是 hi hh hh 三 线 共 点 . 

证 明 (WE 9.3.3) 当 三 角形 P, PP, QQQ: 均 为 非 退 化 三 角形 时 , 根据 推 
论 9.3.2 即 得 . 

当 三 角形 P, P, Ps 或 Q1QoQs 退化 成 一 线段 时 , 根据 例 9.2.4 知 结论 成 立 . 

当 三 角形 P, P, Ps, QUQsQs 退化 成 两 线段 时 , hi, ho, ha; hi, hh, hs 是 两 组 平行 的 
直线 , 它们 均 相 交 于 无 穷 远 点 , 结论 亦 成 立 . 


图 9.3.3 ” 共 点 线 的 施 泰 纳 定理 


推论 9.3.4 — 非 退 化 的 三 角形 PPPs, 8182Q3 垂直 透射 的 充分 必要 条 件 是 


WEBB ”由 式 (9.3.1) 即 得 
9.3.3 ”两 三 角形 的 顶点 向 量 数量 积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定理 9.3.2 3 PPP, QQQ: 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , 它们 顶点 的 
坐标 分 别 为 Pii yi), Qi(ui, v;)(i = 1,2,3), P 是 平面 上 任意 一 点 ,0C; = (u;+1 一 
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ui+2)2i + (Vitl — vis2)yi(? = 1, 2,3), W 


3 
》 PP. QuiQuo = Y ` Pia Paa = Y (为 定 值 ). (9.3.2) 


i=1 i—l 


证 明 ” 设 P 点 的 坐标 为 P(z,y), 则 
PP, = {mi — m, — Y} QQ = {uipi — Ui; vi — v; h(i = 1,2,3), 


于 是 


3 3 
一 一 一 一 一 一 
YS PB Qa iQ 2 = > [zi — z)(u++2 — ueni) + (yi — y) (vi+2 — vii)] 
i—l j=l 
3 
= Y (uo — Tiii) — z(Ui42 — Uit+1) 
{=l 
+ (YiVi+2 — Yivit1) — Y(Vi+2 — vi+1)] 


3 3 
= » [((zixiui 一 Ziui+1) + (ixivi — Yivit+1)] = > Ci. 


1 i 


i 
ll 


3 
同 理 可 证 Yd. Piri Pio = Y Ci, 因此 式 (9.3.2) 成 立 


由 定理 9.3.1 和 定理 9.3.2 即 得 D 
推论 9.3.5 WV P,P,P4,Q1Q»Q3 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , P 是 三 角形 所 
在 平面 上 任意 一 点 , 则 


2 
ES PQi: RRs) = 4DQiQsQs Dhihohas = 4Dp, PaP, Dr; nyn, FEME). 


推论 9.3.6P7 设 P,P;P,,QiQ2Qs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , P 是 三 角形 
所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 非 退 化 的 三 角形 P, P, Ps, Q192Qs 垂直 透射 的 充分 必要 条 
件 是 


= 
SPR. QuaQuo = 0 232: Pia Pa = 0. 


证 明 由 推论 9.3.4 和 式 (9.3.2) 即 得 . 
9.3.4 两 三 角形 项 点 间 的 距离 之 间 的 关系 及 其 应 用 


定理 9.3.3 ”如 图 9.3.4, 设 P, P, Ps, Q195Qs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , € 
们 顶点 的 坐标 分 别 为 Pi (i, yi), Qi(ui, vi)(à = 1,2,3), C; = (uii — ui+2)2; + (vii — 
vi42)yi(i = 1,2,3), 则 
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3 3 
Y (dh uQ — d, p) 229 GO (9.3.3) 
i—1 i—l 


证 明 ”根据 两 点 间 的 距离 公式 得 
3 3 
i. (db. Q, -dh ip.) ES >` [mici =u)? + (Yi+1 = vi)? — (uipi zx 24)? — (vii = yi)^] 


1 一 1 ?一 | 


3 3 
=2 ` [(zéuika- 2iaaw) + (gioia — Bi+10i)] = 2 5 Ci- 


i—1l i—1 


Q " 


Ps 


P, 
图 9.3.4 两 三 角形 顶点 之 间 的 距离 


推论 9.3.7 WE PPPs, QQQ; 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , h.(h;) 是 三 角形 
P,PP3(QiQaoQs) 的 顶点 P,(Q;) 8l Q1Q2Q3(Pi P; Ps) 的 边 Q; iQ; 2 (P;+ 1 P,,2)( = 
1,2,3) 的 垂 线 , 则 


3 2 
2 2 
DqQ;Qs Dhihzhs = Dp, p, Ps Dni hihi = b» (dP iQ, ee do Pi) 
{=l 


证 明 ER (9.3.1) 及 (9.3.3) 即 得 . 
推论 9.3.8 t P,P)Ps,QiQ>Qs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , P 是 平面 上 任 
意 一 点 , 则 


3 3 3 
— — —— — 1 
5 PP; - Qi+1Qi+2 = Y ` PQ; - PiriPit2 = 5 >` (db 0; = do, p.) A Et). 
i=l 


i=1 i—l 
证 明 HA (9.3.2) 及 (9.3.3) 即 得 . 
推论 9.3.9(Zvonko Cerin's 定理 )25 ”两 个 非 退 化 的 三 角形 P, P; Ps, Qi Q2Qs 
垂直 透射 的 充分 必要 条 件 是 


3 3 
2 = 2 
A. dp. Qi = » do. Pi’ 
i—1 i=l 


证 明 HA (9.3.3) 及 推论 9.3.4 即 得 . 


. 258 . 7B 93€ 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


9.3.5 ”两 个 三 角形 外 正方 形 中 心 三 角形 有 向 面积 之 间 的 关系 及 其 应 用 
定理 9.3.4 (如 图 9.3.5) 设 P, P, Ps, QuQoQs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , 它 
们 顶点 的 坐标 分 别 为 P (i, yi), Qi(ui, vi)(i = 1,2,3),C, = (uipi — uis2)vi + (vizi — 


vix2)yi(i = 1,2,3). 以 P,.Qus(Qico Pia) G = 1,2,3) 为 边 向 外 分 别 作 正 方形 , 正方 
形 中 心 分 别 为 Mi;(N;)(i = 1,2,3), W 


1 
DM M2 Ms — DN,NsNs = 1 >` Ci. (9.3.4) 


M; 


N, 


N. 
图 9.3.5 ”两 三 角形 的 外 正方 形 中 心 所 构成 的 三 角形 


证 明 ”由 定理 7.1.1 的 证 明 可 知 各 正方 形 的 中 心 的 坐标 分 别 为 
Mi (ic 十 Wi+2 + Vit2 — Vi), je tyi + ui+2 一 waa) (i = 1,2,3), 
N; E T Yitl + Uit2 — Vi+2), Siin 十 Li+2 十 Vi+2 一 in) ) (i = 1,2,3). 
于 是 


DM, MaMa 


3 
1 
=g 2 (zi + ipo + via — yi) (zii + Visi + Vi — ui) 


i—l 


— (ziy1 + ui + vi — yiai)(vi + yi + Vi+2 — uis2)] 


3 
1 
E Y ripa — ze) + (TiVi — Zit1vVi42) 


i=1 
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+ (Zi+1u4+2 — 24084) + (ipri — viui) 


+ (Ji 142 — yiui) + (Ui+2Vi — uivis2) + (Tit1Vit2 — vivi) 


+ 

+ 
+ (Yi+1Vi+2 — yivi) + (Ui+2Vi 一 WiUi+2) + (Tiyitl 一 zii) 
十 


) 
+ (Yi+1Vi+2 — yivi) + (yiui — Ui+2Yi+1)] 
1 1 e 
=3 P PLPP a 3DQ:93Qs + Y [Tiiti — viui) + (Yi+1Vi+2 — yivi)] 


i=1 


3 
1 1 1 
=3 P PiPPa + 3 DQ1Q20s t Zn — tiui + YiVi+ı — Vivi), 

类 似 地 ， 

1 1 L 
DN, NNs == 2 DP. PsPs T 3P Q23 本 4 Y (Tiyu; — tiui 十 Vi+1Vi 一 Yvi): 
$c] 
于 是 


3 3 
1 1 
DM M2 Ms — DN, N:sNs = 4 > [riui — Hippa thi) + (yiviaa E Vi41vi)] = 4 > Ci. 
i=1 i=1 


推论 9.3.10. 3x P,P,)P,,QiQəQs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , hih) 是 三 
角形 P,P;Pi(QiQoQs) 的 顶点 P,(Qi) 到 三 角形 QiQ;Qs(P, P; Ps) 的 边 Qi+1Qi+2 
(PP = 1,2,3) 的 垂 线 , 则 


2 
DoiQ;Qs Dhihshs = Dp P; P5 Dni nz, = 4(DM Mo Ms — Dii NaN)“. 


证 明 ”由 式 (9.3.1) (9.3.4) 即 得 . 


推论 9.3.11 A P,P,P,s,QiQsQs 是 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 , P 是 平面 上 
任意 一 点 , 则 


3 3 
> PE -QuiQus = > PQi- BiniPitz = 4(DM mams — DNiNsNs)( 为 定 值 ). 
i=1 i—1 
证 明 ”由 式 (9.3.2) 及 (9.3.4) 即 得 . 
推论 9.3.12(Zvonko Cerin's 定理 )P5 设 P,P,P,s,QiQ2Qs 是 同一 平面 上 的 
两 个 三 角形 . 以 P,Q; 2 (Qi, oP; 1)( = 1,2,3) 为 边 向 外 分 别 作 正 方形 , 正方 形 中 心 
分 别 为 Mi;(Ni)(i = 1,2,3), 则 两 三 角形 P, P, Ps, Q1QoQsa 垂直 透射 的 充分 必要 条 件 
是 


Dy, MaMas = DN; N2N3- 


证 明 ”由 式 (9.3.4) 及 推论 9.3.4 即 得 . 


- 260 - 第 9 章 ” 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


94 三 角形 与 二 次 曲线 交点 的 垂 线 三 角形 
有 问 面积 公式 及 应 用 


我 们 知道 , 三 角形 与 圆 交 点 有 如 下 有 趣 的 一 个 性 质 :“ 自 三 角形 各 边 与 圆 的 交 
点 作 交 点 所 在 边 的 垂 线 , 若 其 中 三 垂 线 相交 于 一 点 , 则 另外 三 垂 线 也 相交 于 一 点 . ” 
这 个 定理 可 以 根据 圆 的 某 种 对 称 性 给 出 证 明 ,但 这 种 方法 对 一 般 的 二 次 曲线 不 能 
奏效 . 

本 节 用 有 向 面积 的 观点 探讨 这 个 问题 , 分 别 给 出 三 角形 与 各 种 二 次 曲线 交点 的 
垂 线 三 角形 有 向 面积 公式 , 并 据 此 得 到 两 垂 线 三 角形 有 向 面积 之 间 的 关系 定理 等 结 
论 , 从 而 把 三 角形 与 圆 的 交点 的 垂 线 三 角形 定理 推广 到 一 般 二 次 曲线 的 情形 . 


9.41 三 角形 各 边 所 在 直线 与 椭圆 交点 的 垂 线 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


定理 9.4.1 E — JE P. P, P, 各 边 P, P, (i = 1,2,3) 所 在 直线 与 椭圆 z2 /a2 十 
y?/w = 1 的 交点 为 Qi(acoso;, bsino;), Ri (acos Bi, bsin 8;), 过 Q;(R;) TE 已 Pi 
的 垂 线 s (t;)(i = 1,2, 3), 则 


1 /é,C1-+ ÓC! 十 68C AN 
s15253 一 D x P> P35 d. 
Heyn a?p? (6 十 02C1 + ó3C» Bi obl) 
1 fé0f dO) TON 
Duas = ip (BO ric TROE) PAAR aa 


其 中 6; = sin Qiii t Beni — 05 — ey == b2 sin Qi cos oi + Di = a2 COS Qi sin e +B, 
2 Š 2 2 


CT = b? sin B, cos zi š fi 


WEB] H Qi, R, 的 坐标 , 求 得 P.P, 的 方程 为 


— a? cos fj; sin < š i IN z Bi š 


, G; = cos 


b(sin x; — sin 6B,)z + a(cos B; — coso;)y + absin(B; — ai) = 0, 


即 
bcos SETA aas STA 


于 是 由 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


-y — abC; = 0 (i = 1,2,3) 


5A +ñ, sin 22 c 
" 2 2 

(ba)? (—ab) a2 十 Do . @z+ß2 

-一 一 | e08————  sin—— — 
2 2 

2(ab)3 lI ĝi s+Í . Of 

P^ cu — ^ sm - 


CO 


Dp, p, Ps = 
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. ab (ó, Cs T 02C1 =F 63C3)? 


3 
2] jè 
i—1 


(9.4.3) 


X silti) 的 方程 


asin - z = bcos 


ai + Pi Qi + Pi 
2 2 


-y +c — 0 (i = 1,2,3), 


分 别 将 Qilacosa;, bsinai), Ri (acos B;, bsin 8;) 的 坐标 代入 , 求 得 c = 0'i 和 ci = 
QU TÆ 


Si : agio tA wbeos š T y t C; — 0, 
t; : ma ab — bags s T ES ;A T C" j = 0. 
所 以 
2 
Sin a MF 3 e cos mL L5 Ci 
a2 —b 2 
Ds1s2s3 QE. sin = a cos mih C3 
2(ab)š II ĝi os + Bsa Qs 让 Bs y 
i sin — cos— C3 
|. (65€3 + 6201 + ósC5)2 
i (9.4.4) 
2ab | [ Ó; 
i=1 
类 似 地 - 
01C7 + 620 + ó3C- 
Dine = (Co +ó Te (9.4.5) 


3 
2ab | à; 
j—1 


因此 式 (9.4.4)-- (9.4.3), 3X (9.4.5)-- (9.4.3), 化 简 即 得 式 (9.4.1) 和 (9.4.2). 
推论 9.4.1 X —fUJE P, P, Ps 各 边 已 PH = 1,2,3) 所 在 直线 与 90 : z? 十 
y? = a? 的 交点 为 Qi(a cos(0; —i),asin(0, —)), Ri (a cos(0; +i), a sin(0; 4-;)) (à = 
1,2,3;0 < 4; < x/2), 三 过 Q. (R) TE PP... 的 垂 线 si (ti)(i = 1,2,3), WI 
" 2 
>` sin(ĝi+ı — 0;) sin y;+2 
i=l 


Distasi ED sota 一 3 Dp, Pa Ps 
> sin(0;, i — 0;) cos yi42 


i=l 
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i=l 


3 2 
a? (x: sin(0;, — ĝi) sin 2 


3 
2 [sin(o-+ Po 01) 
i=l 

证 明 $ ai= 0, — yi, B; = 0, + qi (i= 1,2,3), HEM 9.4.1 结论 及 证 明 化 简 
即 得 . 

推论 9.4.2” 设 三 角形 P, P, Ps 各 边 P; P, (ü = 1,2,3) 所 在 直线 与 椭圆 z2/a2 十 
y?/W = 1 的 交点 为 Qi(acosai,bsinai), Ri (acosBi,bsinBi), 过 Qi(Ri) YE 已 PH 
的 垂 线 s; (t;)(i = 1,2, 3), 则 


B1 + da CH + da N2 

WEBB — 5X (9.4.1) (9.4.2), 化 简 即 得 式 (9.4.6). 

推论 9.4.3 ” 设 三 角形 P, P, Ps 各 边 P.P, (i = 1,2,3) 所 在 直线 与 椭圆 的 交 
点 为 Qi, Ri, 过 Qi( Ri) 作 PRA 的 垂 线 Si (ti)(i = 1, 2; 3), 则 51, $2, 53 相交 于 一 点 
的 充分 必要 条 件 .to,ts 相交 于 一 点 . 

证 明 ”适当 选择 坐标 系 使 椭圆 的 方程 如 定理 9.4.1, 根据 推论 9.4.2 可 知 , s1, so， 
s3 相交 于 一 点 € Dsszss = 0 € Diti = 0 € ti, t2,t3 相交 于 一 点 . 

推论 9.4.4 ” 设 三 角形 P,P;)P, WA PiP 与 00 的 交点 依次 为 Qi, Ri (i = 
1,2,3). 则 过 Q, 作 已 PH = 1,2,3) 的 垂 线 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 过 R. 
作 P,P,, (ü = 1,2,3) 的 垂 线 相交 于 一 点 . 

注 9.4.1 ”推论 9.4.4 的 必要 性 即 1914 年 匈牙利 数学 奥林匹克 竞赛 题 . 
9.4. ”三 角形 各 边 所 在 直线 与 双 曲 线 交 点 的 垂 线 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


定理 9.4.2 RZE PiPPa 各 边 PPiyi(i = 1,2,3) 所 在 直线 与 双 曲 线 
Z2/a2 — 02/52 = 1 的 交点 为 Qi(aseco;, btano;), Ri (asec £; btan B;), 过 Qi(Ri) fE 
P, P; ÆR s; (t;)(i = 1,2,3), 


(9.4.6) 


_ 1 (25 T 02C1 十 ós C; 


2 
$192983 一 一 U SN v JU 29 o. Guo D 1f2 , +. 
Dansa = — capa LUN) PraF GT) 


Di tts = 


1 /óC7 +ó CY + CYN? 
( 13 T 2C1 十 03 2) DP, PaPa» (9.4.8) 


— ab? 01C3 + 62C1 + 63C2 
äi SIM "E "* 
其 中 5; = sin antin eti y = b? tan q; cos — z B a? sec ai sin ser fn 
.— f. ë ' dii — B. 
C"; = b? tan Bi cos t-A a? sec B; sin SA d = cos — Bi 
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证 明 H Qi, Ri 的 坐标 , 求 得 PiP 的 方程 为 


b(tan a; — tan B;)z + a(sec B; — seco;)y + ab(sec a; tan B; — tan a; sec p) = 0, 


即 


b cos 


Mp angin CEP 
2 2 


-y — abC; = 0 (i = 1,2,3). 
于 是 由 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


COS dcm sin on E C 3 
, 2 2 ! 
Dp, pp, FEES _ T. cos - uc 2 Bo sin = a ; Ba C» 
2(—ab)? | | ĝi as 一 Da . Oa3- s 
us we wa Cs 


_ _ ab (Ó Os + 6201 + 63C2) (9.4.9) 


3 
2 I! ó; 
š=1 
W si(ti) 的 方程 为 


. 04 =. Bi Qi — Bi 
MUN 


-£ + bcos -y +c =0 (i = 1,2,3), 


分 别 将 Qi(aseca;, btano;), Ri (asec Bi,btan PB;) 的 坐标 分 别 代 入 , 求 得 c; = C"; 和 
Ci = GT. 于 是 


si asin EÉ. Lp o A: -y T C; = 0, 
ti sasin S Pa boos SE — B -y +C} =0. 
所 以 
m . 2 
nct E I5 cos 22 2 Pi Ci 
ab)2 = 

Ds,s;s; ERE. sin 时 十 此 cos 92 fa C; 
2(ab)3 lI . Q3 + Bs Q&Q — Pè y 
id DEN EN c8 3 Cs 


(ó C + ó3C1 + 03C5)? 


3 
2ab | [ ó, 
i=l 


: (9.4.10) 
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类 似 地 
_ (é, C7 + ó CY + 8304)? 


3 

i=1 
因此 式 (9.4.10) IÑ (9.4.9), 式 (9.4.10)+ 5X (9.4.9), 化 简 即 得 式 (9.4.7) 和 (9.4.8). 

推论 9.4.5 ” 设 三 角形 P, P, Ps 各 边 P, P, i (i = 1,2,3) 所 在 直线 与 等 轴 双 曲 


线 z2 — 2 = a? 的 交点 为 Qi(aseco;, atano;), Ri (asec B; atan B;), 过 Qi(Ri) fE 
P, P; +i 的 垂 线 s; (ti)(i = 1,2,3), W 


This (9.4.11) 


às E e 2 PA w e 
01C3 十 02C1 + 63C2 D _ (ó, Cs + 02C1 + 03C23)? 
dj, A0] C erum 2abó16265 


D'3 i585 E Di tst; ES ( 


其 中 G; = sin E ^ Bi. 
WEBB $ a — b, JJ CL = -C = a?C;, 由 定理 9.4.2 结论 及 其 证 明 化 简 即 得 . 
推论 9.4.6 ” 设 三 角形 PPP 各 边 PPiyil(i = 1,2,3) 所 在 直线 与 双 曲 线 
z2/a2 — y? [? = 1 的 交点 为 Qi(asecai,btanai), Ri (asec B;, btan B;), 过 Q;(R;) fE 
已 Pr 的 垂 线 s (ti)(i = 1,2, 3), W 


&iC1 二 52C + 6 OI V? 
$182383 — | Ç SAN & nn D 1 . .4.1 
D 15253 (2 十 62CY + 630Y tit2t3 (9 2) 


WEBB SÈ (9.4.7)= IÈ (9.4.8), 化 简 即 得 (9.4.12) XX. 

推论 9.4.7 设 三 角形 P, P, Ps 各 边 P,P,, (i = 1,2,3) 所 在 直线 与 双 曲 线 的 
交点 为 Qi, Ri, 过 Qi(Ri) fE P;P;,i WEZ s: (ti)(i = 1,2,3), W 51,52, 53 相交 于 一 
点 的 充分 必要 条 件 ti,to, ta 相交 于 一 点 . 

证 明 ”适当 选择 坐标 系 使 双 曲 线 的 方程 如 定理 9.4.2, 根据 推论 9.4.6 可 知 ， 
s1, S2, 833 相交 于 一 点 驴 Dsszs3 = 0 S Ditzts — 0 € ti, to, ts 相交 于 一 点 . 


9.4.3 ”三 角形 各 边 所 在 直线 与 抛物 线 交 点 的 垂 线 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 


定理 9.4.3 — 设 三 角形 PPP K 已 PH = 1,2,3) 所 在 直线 与 抛物 线 
y? = 2pr 的 交点 为 Q.(2pu,,2pu2), R, (2pvi,2pv2), 过 Qi(R;) TF. PiP 的 垂 线 
s; (ti)(i = 1,2,3), 则 
à 2 
Y (Au 十 Aui)Cfia 


Ds5555 = H D pP, P; Ps; (9.4.13) 


3 
>` (Au; + Au;)u; 20; +2 


ë= 
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2 
Y ( (Au; 十 Aui)C 12 
Ditata = | 45———————— | Damm, (9.4.14) 
>` (Au; + Avi)ui,42Vis2 
i=l 


其 中 Au; = uipi uis Avi = vigi — vi, C! = [l+ (ui + vi)ui], C! = vift + (u; + vivi]. 
证 明 H Qi, Ri 的 坐标 , 求 得 PiP 的 方程 为 
2p(u? — v7)z + 2p(v; — u;)y + Ap (uiv? — uui) = 0, 
Bp 
(ui + vi) -x — y — 2pu;u; = 0 (i = 1,2,3). 
于 是 由 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


2 
( 2 y uj —71 1 uiv 
—4p 
Dp, P> P3 a e uo 一 V2 1 uU 
2 I! (Aui + Au.) | ua3 —v3 1 vsvs 


i—1 
2 


3 
2p? >` (Aui + Auwi)ui+2Vi+2 
=l 
3 e SEE A (9.4.15) 
EK (Au; + Avi) 
i=1 


W silti) 的 方程 为 
z + (ui + vi)y + c; = 0 (i = 1,2,3), 


分 别 将 Q;(2pu;.2pu2), Ri (2pvi,2pv2) 的 坐标 分 别 代入 , RE ci = —2pC'!, 和 c; = 
—2pC?. 于 是 
si : x + (ui + vi)y — 2pC; = 0, 


ti: x+ (ui + viy —2pC; = 0. 


所 以 
3 2 
"— 1 utu Ci ? 2p? Y (Au; + Avi)Ctus 
Dana = — s 1 wtu G| =—5 
2[[|(Au+Av:)| 1 ustv C$ I[( Au, + As) 
e i=1 


(9.4.16) 
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类 似 地 

3 2 
2p? |X (Aui + Avi)O!» 

Diitzts = (9.4.17) 


=ł 
3 
I[(Au, + As) 


因此 式 (9.4.16)+-(9.4.15), 式 (9.4.17)—(9.4.15), 化 简 即 得 式 (9.4.13) 和 (9.4.14). 

推论 9.4.8 WX —fUÉ P, P, Ps 各 边 已 PH = 1,2,3) 所 在 直线 与 抛物 线 
y? = 2pz 的 交点 为 Qi(2pui; 2pu2), Ri (2pvi,2pv2), 过 Qi(R;) fE PiP WER 
si (ti)(i = 1,2,3), 则 


3 
sí (Au; + Avi)C. i2 

asi = £ —— Di ists- (9.4.18) 
2 Aui + Avi)C; 24 


WEBB — XX (9.4.16) 5X (9.4.17), 化 简 即 得 式 (9.4.18). 

推论 9.4.9 BEHE P, P, Ps 各 边 P, P, I (i = 1,2,3) 所 在 直线 与 抛物 线 的 
交点 为 Qi, Ri, 过 Q, (R.) fE P,P;,, 的 垂 线 s; (ti)(i = 1,2,3), 则 51,52, ss 相交 于 一 
点 的 充分 必要 条 件 ti. to, ts 相交 于 一 点 . 

WEBB ”适当 选择 坐标 系 , 使 抛物 线 的 方程 如 定理 9.4.3, 根据 推论 9.4.8 uj H, 
81,82,83 相交 于 一 点 € Ds,5,54 = 0 € Datta = 0 € ti,toə, ta 相交 于 一 点 . 


9.4.4 “三 角形 各 边 所 在 直线 与 圆锥 曲线 交点 的 重 线 三 角形 有 向 面积 公式 及 其 应 用 
定理 9.4.4 W = f#JÉ P, PP 各 边 P;Paa(i- 1,2,3) 所 在 直线 与 圆锥 曲线 
的 交点 为 Qt (ceti, ese. (case, oen) 


“+ 
ecosai ` 1 — e cos; J ` 1 — ecos ĝ;’ 1 — e cos ĝi 


(i = 1,2,3), 过 Qi(R;) TE PPiri WEZ s;(t;)(i = 1,2,3), W 


p— 1— — 


ó Cs 十 02C1 + x 
ium ize rs] BAR 4. 
ics 人 Pi P> Ps (9.4.19) 


AOT 4 BS e dg 2 
D = | ———— V D .4.2 
tit2ta (z FE + 63C3 Pı Pos Pa (9 0) 
其 中 


5. — sin tl + Biti— Qi — Pi 
x 2 
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Qi G; . i — Di . € — Q; B + B 
eon tetas B + sin ES Š cos =< 2! 


en z Pi 十 eCi sin o; 


C; = cos UR = = === UNES IAE === 
2 1—ecoso;j 
Bi 


zo 
sin —À + eC; sin Bi 


/1 
eg = 


1] — e cos Qi 


证 明 H Qi, Ri 的 坐标 , 求 得 PiP 的 方程 为 


sin oj sin B; cos Dj COS Q; 

(s — e cos ai ES Df) ix (s — e cos Dj D m d 
asin(fj; — oi) 

(1 — ecoso;)(l-— e cos 6) 


Bp 
(eos 5385 + 0.) a cain SEE y- ac, —0(i—1,2,3). 


于 是 由 线 型 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


COS aith --eC, sin SEA C, j 
Dp, P; Ps ERE. cos Qa * Pa +eC> sin nth Go 
: I ñ cos — +eCs sin ath C3 
_ È (Cs + O + BC)? -— 


3 
2][5 
i—l1l 
d silti) 的 方程 为 


mt. g (e 25 +e) ues =0G=12,3) 


a cos Qi a sino; a cos B; a sin ĝi - 
l T OR e sepsssease EP Lo o T SER š 人 
分 别 将 Q; (s 一 ecosai "1 一 ma) B (s — ecos ñ; 1 一 D] 的 坐标 代入 ， 
求 得 ci = aC, 和 ci = aC. 

二 是 


i i i Bi 
s sin SEE Piu (cos FA + eci) v+ ac - 


ti isn HA .T— (cos + eci) + act =o. 
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所 以 
2 
sin 21 I5 vos SLT Pi 十 eC1 Ci 
a2 7 6 , B- 
到 === 4 —| 8B a2 + 6 cos Ea a 十 eC2 C$ 
2] | 4 
ll sin tA cos EAs +eCs Cj 
2 (01 C3 + 02C1 + 8303)” 
UU CS ua ta m 2 (9.4.22) 
2][ 5 
i=l 
类 似 地 


2 ó C ô- C! Š C! 2 
Phasa = uS Aci TN (9.4.23) 


3 
2 I! ó; 
¿=l 


因此 式 (9.4.22) (9.4.21), 式 (9.4.23) (9.4.21), 化 简 即 得 式 (9.4.19) 和 (9.4.20). 
推论 9.4.10 — X fgJÉ P, P, Ps 各 边 已 Pa = 1,2,3) 所 在 直线 与 圆锥 曲 


ss 的 交点 为 Qi ( a cos Qi asin ou )( a cos fj; a sin ĝi ) 


1—ecos0 1 一 ecosai l—ecoso; 1 一 ecosB ` 1— e cos B; 


(i= 1,2,3), 过 Q, (Ri) fE P; Pius 的 垂 线 s; (t.)G = 1,2,3), I 


E) + 6400 + 0301 V? 
Ds,5553 = AA EJU ET Ditata- 
C3 十 02C1 十 03C2 


(9.4.24) 


WEBB IÑ (9.4.22) JÀ (9.4.23), 化 简 即 得 式 (9.4.26). 

推论 9.4.11 W fÉ P, P, P, 各 边 已 PaG = 1,2,3) 所 在 直线 与 圆锥 曲线 
的 交点 为 Qu, Ri, xt Q;(R;) 作 BR 的 垂 线 Si (t) == 1,2, 8), 则 S1, 52, 83 相交 于 
一 点 的 充分 必要 条 件 6,09, t5 相交 于 一 点 . 

证 明 ”适当 选择 坐标 系 使 椭圆 的 方程 如 定理 9.4.4, 根据 推论 9.4.9 可 知 , 51,52, s3 
相交 于 一 点 € Dsiszss = 0 € Diti =0 S ti, t2,t3 相交 于 一 点 . 


95 平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 一 个 性 质 与 应 用 


本 节 主 要 讨论 平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 性 质 与 应 用 ， 首 先 给 出 平面 六 点 组 坐 
标 行列 式 的 的 概念 ; 再 给 出 平面 六 点 组 行列 式 的 一 个 性 质 , 并 据 此 推出 著名 的 二 、 
三 重 透 视 定理 , 从 而 进一步 揭示 透视 定理 的 本 质 . 


95 平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 一 个 性 质 与 应 用 - 269 . 


9.5.1 平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 概念 


给 定 平面 六 点 上 的 6 个 点 , 将 其 任意 分 成 P, Po, Ps 和 Qi. Qo. Qs 两 组 . 设 两 
组 点 的 坐标 分 别 为 Pas, yi) (i = 1,2,8) 和 Qi(ui, v;)(i = 1,2,3); id 


Yı — V1 UT . 2101 — Uii Yı — V2 U2— Tı Z1U2 — 211 
Al 三 Y2 — V2 U2— T2 T2V2 — 212 |， ^2 = Y2 — V3 UU3-— T2 T203 — U3ZY2 | > 
Y3 — V3 U3 — 23 T3V3 — U313 Y3 —Vı Ui — T3 T3V1 — Uu113 
yo — V ui — T2 T2V1 — U1Y2 yı — v1 ui —21 T11 — U1Y1 
As = y3 — V2 U2— 23 r3U2 — u2U3 |; A4 = | y2 — v3 ua— T2 7Z2V3 一 uay2 |， 
Yı — V3 U3z— T1 T1V3 — U3yi Y3 — V2 U2— T3  r3U2 — U2Y3 
Yı — V3 U3z— Tı T13 — U3Y1 Yı — V2 U2— Tı 7Z1V2 — U21 
As —|y2—U2 U2—22 PIVI? —U2U2|5 Ag = | > = Vi ui — T2 T2V1 — uiy2|- 
Y3 —Vı U1 — T3 T3V1 — 1113 Y3 — V3 U3 — T3 T3V3 — U3Y3 


定义 9.5.1 ”上述 行列 式 Ai, A2, As, Aa, As, As 称 为 该 六 点 组 P,(z;, yi) (i = 
1,2,3) 和 Qi(wi, vi) (i = 1, 2,3) 坐标 的 行列 式 . 

定义 9.5.2 ”给 定 三 条 直线 aiz + biy + e; = 0 (i = 1,2,3), 则 称 该 三 直线 组 系 
数 构成 的 行列 式 


ay bí cl 
A= a2 b> C2 
az b3 cs 


为 该 直线 组 的 行列 式 . 

显然 ，Ai, 人 2, A3, A4, A5,A6 分 别 是 直线 组 PiQi, P2Q2, PsQs; P, Q>, P2Q3, 
P3Q1; PQ1, PsQo, Pi Qs; PQ1, P2Q3, P3»; P, Qs, P2Qo, PBQ1; P, Q>, P2Q1, PsQs 的 
一 级 行列 式 . 
9.5.2 “平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 性 质 

定理 9.5.1 六 点 组 P(x yi)(i = 1,2,3) 和 Q;(ui,v;)(i = 1,2,3) 坐标 的 行列 
EU FX: 

Aı + A3 + As = 0, (9.5.1) 


A4 + As + Ag = 0. (9.5.2) 
证 明 ”将 式 (9.5.1) 中 的 三 个 行列 式 展开 得 


3 
A= > [(y; — vi) uii — Ti+1)(Ti+2Vi+2 — Ui+2Yi+2) 


i=1 
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一 (Wi+2 — Vi+2)(ui+ı 一 Tit1) (Tivs = uiyi)] 
3 


= > (uiq1 — Zipi )(Ti+2YiVi+2 — YiYi+2Ui+2 一 Ti+2UíUi+2 
i=1 


+ Yit2Uit2di 一 LiYi+2Vi + YiYi+2Ui 十 TiViVi 2 — ViUiVis2) 
3 


一 > (zi42UiUi41Ui42 一 Vilix2Ui41Uip2 一 Tix2Ui41UiUi42 
i=1 
十 yi42Ui41Ui420Ui 一 T;ilJi+2i 10 十 YiYi+2UiUi+1 
+ TiUi 十 1VUiVUi 二 2 一 JiUiUid1Uio2 — Zi 十 1Zi 十 2iVi 十 2 


+ TZ;+11⁄i+21i+2 十 Ti*1Ti4-2UiVi42 一 Ti+1Yi+2Ui+2Vi 


+ TiTit1Yit2Vi 一 Ti+1YiYi+2Ui 一 TiTi+1ViVi+2 + Ti+1YiUiVi+2) 
3 


= > (TiYi+1Ui+2Vi 一 ViVi 二 1UWiUi 十 2 一 TiUi*-2UiUi41 
i—l 
十 yiuiui2Uip1 — Tii 2Ui41Ui + ViVig1Ui--1Ui-2 
十 TiUi 寺 1ViUi 十 2 一 ViUiUig1Ui2 一 TiTi-1Ui-2Ui41 


+ TiVit1Yit2Uitl 十 TiDi1VUi 二 1VUi 二 2 一 Zi 十 12i 十 1Vi 十 2 


十 TiTi+1Yi+2Vi 一 TiYi+1Yi+2Ui+1 一 ZiDi1UiUi 二 2 十 Tiyi*-2i42Ui41); 


类 似 地 


3 

Az = > (ZiVi+1UWiUi+1 一 ViVi 二 1UiUi 十 1 一 ZiTZ 计 1Vi 十 2Vi 十 2 
i=1 
+ TiyixiUi-2Ui42 一 TiUiVi+1Vi+2 + 1iUilli-1Ui+2 
+ TiTit1ViVit2 一 TiWi 二 1UWi 二 2Vi 一 Tiyio-2Ui4-2Ui41 


十 ViVixiuiui42 十 TitiriUi-2Uix1 — TiYi+1Yi+2Ui 


+ TiUip2ViVipi 一 Yiuit1Uit2di 一 TiXipiUiUigi 十 Tiyi42Uiti42); 
3 


As = > (TiYi+1Ui+1Vi+2 — YiYi+lUi+iVi+2 一 XiTi-1Ui-2Ui 
i=1 
+ ZiVi 十 1Vi 十 22i 一 TiWi ViVi+2 + Viii 21 
+ TiTit1ViVitl 一 TiVit1UiVitl 一 TiYi+2UiVi+2 


十 ViVixiuiuigi 十 TiTit1Yit2Vit2 一 TiYi+1Yi+2Ui+1 


(9.5.3) 


(9.5.4) 


+ OmjuQUiyiUip2 一 ViUiUip2Ui41 一 ZiZi+1Ui+1Ui+2 T Tiyi+22i+1Vi). (9.5.5) 


(9.5.3)4-(9.5.4)-- (9.5.5) 即 得 式 (9.5.1). 


又 记 


9.5 “平面 六 点 组 坐标 行列 式 的 一 个 性 质 与 应 用 971. 


3 
Ui+2 一 Tipi Ti+1Vi+2 一 Ui-2Ui41 
Mi = 5 (yi <= vi) 


i-1l Uitl 一 Tit2 Tit2Vitl 一 Wi+1Yi+2 


3 
y` Vitl — Vi+2 TitlVit2 — Ui+2Yi+1 
M35 = (zi -— ui) 


i-i Yi+2 — Ti+ı  Ti-2Uip1l 一 Ui+1Yi+2 
3 
Vitl — Vit2 Ui+2 — Ti+l 
M3 5 (zivi asw Uiyi) 
il Yi+2 一 Vi+l Vitl — Ti+2 


将 式 (9.5.2) 右边 的 三 个 行列 式 展开 , 得 
A4 + As + As = Mı + M2 + M3. 
由 于 


3 
Mı = > (yi — vi)[(ui+2 — Ti+1)(Ti+2Vi+1 — Ui+1Yi+2) 
i=1 


一 (ui+1 一 Zi+2)(Ti+1Vi+2 一 Ui+2Yi+1)] 
3 


= 5 (yi = vi)(ri42ui42Ui41 一 Vix-2Ui1Ui2 一 T;+1Z;+2Ui+1 + Ti+1Yi+2Uit+1 
$—1 


一 Ti+1Ui+1Ui+2 + Yit1Uit1Uit2 + Ti 十 12 证 2Vi 十 2 一 Ti+2Yi+1Ui+2) 
3 


= > (Ti+2YiUi+2Vi+1 一 YiYi+2Ui+1Ui+2 一 Ti+1Ti+2YiVi+1 
i=l 


十 Ti+1YiYi+2Ui+1 一 Ti+1YiUi+1Vi+2 T YiVyit1Uit1Uit2 + Li+1Ti+2YiVi+2 
一 Ti+2YiYi+lUi+2 一 Ti 十 22i+2ViUi 二 1 T Yi+2Ui+1Ui+2Vi 
+ TipiTXip2UiUigi 一 Tit1Yit2Uit1Vi 十 Tit1Uit1ViVi+2 


一 Yit+1Uit1Uit+2Vi — Tid1Tir2UiVi-2 + Ti42Vi41Ui42Ui) 
3 


= > (ZiViH1UWiUi+2 一 YiYi+1UiUi+2 一 LTiLi+1Yi+2Vi 十 TiYi+1Yi+2Ui 
i=1 


一 TiYi+2UiVi+i 十 YiYi+ Uii Ui+2 + TZ¿Ti+1li+2Ui+1 
一 TiYi+1Yi+2Ui — DiUiUi 二 1Vi 十 2 十 Viiti-2Ui 1 十 TiTit1ViVit2 一 LiYi+1UiVi+2 


十 TiUiVit Vit 一 WiUiUiTIUi+2 一 TiTi41Uiq1Ui42 十 Tiyio2Uiti41) 


3 
= > Cwivisauiuisa — Titit Yi+2Vi + ViVixiUiciUie2 + TiTi+1li+2Ui+1 
£l 
十 yiuiuip2Uiu1 + TiTi ViVi}? — Viii 1Vi42 — YiTiu1Ui41Ui42)- (9.5.6) 
[n] 38 
3 
M2 = Y (-tiYit1 Yitip 一 TiDZi+1UiUi+2 + TiYi+1Yi+2Ui+2 + TiDi+1Vi 十 1Vi 十 2 


4=1 
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十 YiYi+ Uili 十 TiUiiViVi-2 一 Wii+1Wi+IUi+2 一 TiUi4 2UiUi41) (9.5.7) 
3 
Ms = > (—tiziq1yiy2Uip1 一 TiUit1ViVit2 十 ZiCi137i22; + Titi 2UiUi-1 
4—1 


+ viyipiyir2Uid1 十 Viuiid1Ui42 一 LiYi+1Yi+2Ui+2 — YiUiUi+2Vi+1) (9.5.8) 
R (9.5.6)--(9.5.7)-- (9.5.8) 得 Mi + Ma + Ms = 0, 因此 式 (9.5.2) 成 立 . 
9.5.3 “平面 六 点 组 坐标 行列 式 性 质 的 应 用 


定理 9.5.2( 双 重 透 视 定 理 ) ” 设 PPP, QQQ: 是 两 个 给 定 的 三 角形 ， 车 
直线 PQi1, PQo,. PsQs 相交 于 O, 直线 PiQo, P2Qs, PQI 相交 于 O01， 则 直线 
P)Qi, P3Q», PiQs 相交 于 一 点 O2. 

证 明 ”如 图 9.5.1 所 示 . 设 三 角形 P PP, QQQ 顶点 的 坐标 分 别 为 P (oi, yi) 
(i = 1,2,3) 和 Qi(wi,vi)(i = 1,2,3). 因为 直线 已 Qi P;Qo, PsQs 相交 于 O, 直线 
P,Q>, P;Qs, PRQ 相交 于 Oi, 故 由 定理 9.2.1 知 这 两 组 直线 的 一 级 行列 式 均 为 零 ， 
Hl Al = As = 0, 于 是 由 式 (9.5.1) 知 , 直线 P,Q:, PQ2, P183 的 一 级 行列 式 As = 0, 
因此 由 定理 9.2.1 知 P2Q1, P3Qo, P, Qs 相交 于 一 点 O>. 


图 9.5.1 两 三 角形 的 双重 透视 性 


注 9.5.1 ”将 定理 9.5.2 条 件 和 结论 中 的 Q> 和 Qs 互 换 , 利用 式 (9.5.2) 也 可 
以 证 明 二 重 透视 定理 . 

定理 9.5.3( 三 重 透 视 定理 ) B PPP: QQQ: 是 两 个 给 定 的 三 角形 . d 
直线 PiQi, P2Q2, P3Qa 相交 于 O, 直线 PiQi, P,Qs, P3Qo 相交 于 O1, 直线 PiQs, 
P3Q», PQ1 相交 于 O5, 则 直线 P,Q>, P2Qi, PsQs 相交 于 一 点 OS. 

证 明 ”如 图 9.5.2 所 示 . 因为 直线 PQ, PR, PsQs 相交 于 O, 直线 PQ, 
P,;Qs, PQ2 相交 于 Oi, 直线 PiQs, P,Q>, PsQ, 相交 于 OS, 故 由 定理 9.2.1 知 这 
三 组 直线 的 一 级 行列 式 均 为 零 , 即 Al = Au = As = 0. 于 是 由 式 (9.5.2) 知 , 直线 
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PQi, PQI, PsQs 的 一 级 行列 式 A6 = 0, 因此 由 定理 9.2.1 知 直线 PQ, PQ2, P, Qs 
相交 于 一 点 Os. 


P, Q O, 
图 9.5.2 ”两 三 角形 的 三 重 透视 性 


注 9.5.2 ”由 定理 证 明 可 知 , 直线 PQ, PQ, PsQs 相交 于 O 与 PQ, PQ, 
P,Qs 相交 于 一 点 04 没有 直接 联系 , 但 没有 该 条 件 只 能 推出 二 重 透视 定理 , 而 不 是 
三 重 透 视 定理 . 因此 三 重 透视 只 是 二 重 透视 “加 一 个 ”一 重 透 视 得 到 的 . 

综 上 所 述 , 定理 9.5.1 揭示 了 平面 六 点 组 坐标 行列 式 之 间 的 关系 , 它 是 平面 六 
点 组 坐标 对 称 性 的 某 种 必然 的 反映 , 而 多 重 透视 定理 正 是 源 于 这 种 必然 性 . 二 重 透 
视 并 不 是 两 个 单 重 透视 的 简单 琶 加 , 它们 需要 通过 式 (9.5.1) 的 关系 才能 得 到 二 重 
透视 ; 而 三 重 透视 则 可 以 视 为 一 个 二 重 透视 与 一 个 单 重 透视 登 加 的 结果 , E: H> 
系 式 (9.5.2) 和 D, = 0 推出 的 , 前 者 与 一 个 二 重 透视 有 关 , 后 者 与 单 重 透视 相连 ， 
它们 “各 行 其 是 ”, 一 起 得 出 一 个 三 重 透视 . 
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10.1 分 点 线 三 角形 有 向 面 积 的 定 值 定理 及 应 用 


我 们 知道 , 三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 , 这 个 结论 至 少 会 让 初学 者 觉得 非常 
奇妙 . 其 实 , 这 种 偶然 性 的 背后 , 具有 深刻 的 必然 性 . 

本 节 用 有 向 面积 的 观点 来 考察 有 关 的 问题 . 首先 给 出 分 点 线 三 角形 的 概念 , 其 
次 给 出 分 点 线 三 角形 有 向 面积 的 几 个 定 值 定理 , 从 而 揭示 这 些 定 值 定理 与 Pappus 
重心 定理 、 中 线 定理 等 已 知 结论 之 间 的 关系 , 并 把 三 角形 中 线 定理 推广 到 2k + 1 边 
形 的 情形 . 
10.1.1 分 点 线 三 角形 的 概念 

定义 10.1.1 8 PP- Pa A n 4, Qi 为 边 P.P, I (¿= 1,2,…,n) 所 在 


RQ: _ PQ _  HPQa _ Ini , Exi N 
直线 上 的 点 , 且 mno mus 5 utu 则 称 项 点 P; 与 该 顶点 不 相 


邻 的 分 点 之 间 的 连 线 P;Qia; G = L, 2, teo b 1) 为 n 边 形 Pb: P, 的 一 条 
入 分 点 线 , 以 入 分 点 线 为 一 边 的 三 角形 为 n 边 形 PP- P, 的 一 个 入 分 点 线 三 角 
JÉ (简称 分 点 线 三 角形 ). 

特别 , 当 A — 2 Bf, n 边 形 P, P, s P, 的 一 条 -分 点 线 称 为 n 边 形 P. P,--- P, 
的 一 条 中 线 , 以 中 线 为 一 边 的 三 角形 称 为 n 边 形 PP- P, 的 中 线 三 角形 . 

显然 , XE n 边 形 P, P>... 只 ,的 一 个 顶点 可 以 作 n — 2 条 入 分 点 线 , 因此 n 边 
形 共有 n(n 一 2) 条 入 分 点 线 , n 边 形 关于 一 点 共有 n(n — 2) 个 和 一 分 点 线 三 角形 
(图 10.1.1). 
10.1.2 ”分 点 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 

定理 10.1.1 W P X n WÉ PP- PP 所 在 平面 上 任意 一 点 ，Q; 为 边 


PPa (i 二 1,2,.…,n) 所 在 直线 上 的 点 , L-Z -l 44454, W 
Bri p 


n. n—2 


Y >》 Demou, = (p — q) DP, Po-Pa (10.1.1) 


i=1 j=1 


其 中 P242 Pj, Qn+t;i = Q;, 以 下 类 同 . 


101 分 点 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定 理 及 应 用 ,275 - 


图 10.1.1 多 边 形 的 入 分 点 线 三 角形 


证 明 i n AÉ PiP- Pa WAARIN Pi(zi,yi) (i = 1,2,…,n), P 
点 的 坐标 为 P(x,y) BERENA Qi 的 坐标 Qi(pzi + qmi, pyi + qyi+1) (i = 
1,2,- n) TÆ 


5 DPPQi+i 
1 一 1 
1 n 
= Y ` ((zui — xiy) + [mi(pyie; + quiin) — (PLitj 十 gzi+j+H1)g] 
i—l1l 
+ [p(Titi + qTitj+1)Y — z(pyie; + gyiti+1)] 
lc 1o 1o 
一 7 y (ZU — ziy) + =P (ZiYi+j — Ti+jYi) + 312. (TiYitjt1l 一 Titi+1Yyi) 
i—1 i—1 t=1 
1 LU 1 m 
+ P (Zitiy — ZYiti) + 5d Y ` (zi+;+18 — TYits+1) 
i—l i=1 


1c 1o 
2:25 (ziyiej 一 TitiYi) + zu. (TiYi+j+1 — Titi+1Yyi)(j = 1,2,- n — 2), (10.1.2) 


1 一 1 p= 
所 以 
n n—2 
DEAR 
i=1 j=1 
1 n n—2 1 n n—2 
2:25 Y Lies — Ti+jyi) + 312. Y wien — zia) 
i=l j=1 i=1 j=1 


1 <— 1 - 
-39», (Ziyiti — Ti+jYi) + S (p + q) Y (zigi+a — Zia21⁄) + 


i—1 i=1 
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n 


1 1o 
+ 3» a) Y (2iYitn-2 — Titn_2yi) + 512. (ViVitn—1 — Titn—1Yi) 
i—1 i—1 


=L — q) 2 (mitha — Zit1W%) = (p — q)Dp, p,...P,- 
we 
注 10.1.1 ”定理 10.1.1 的 几何 意义 是 : n 边 形 PP- P, XF- P 的 
n(n 一 2) 个 入 分 点 线 三 角形 的 有 向 面积 之 和 恒 为 定 值 . 
推论 10.1.1. 设 P 为 三 角形 P. P, Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , Q; 为 边 P, P, (i= 


1,2,3) 所 在 直线 上 的 点 , B. -ZL 2.5454 W 
QiPii1 p 


3 
EN DPP: Qi = (p 一 q) DP, P; P3- 


证 明 ”在 定理 10.1.1 中 取 — 3 即 得 . 

推论 10.1.2 i P X n 边 形 PiP- P, 所 在 平面 上 任意 一 点 ，Q; 为 边 
P,P (i = 1,2,…,n) 的 中 点 ， 则 在 以 P 为 顶点 的 所 有 n(n 一 2) 个 中 线 三 角 
JÉ PPQ (1 < í < n,1 < j < n —2) 中 , 其 中 正 向 三 角形 的 面积 的 和 等 于 反 向 三 
角形 的 面积 的 和 . 

证 明 ”在 定理 10.1.1 FS p = q, 即 得 


n n—2 


> > DppP;Qi4; =0. 
d=1 jel 
由 于 正 向 三 角形 的 有 向 面积 等 于 三 角形 本 身 的 面积 , 反 向 三 角形 的 有 向 面积 等 
于 三 角形 本 身 面积 的 负 值 , 因此 上 式 说 明 推论 10.1.2 结论 成 立 . 
定理 10.1.2” 设 已 为 三 角形 PPRP 所 在 平面 上 任意 一 点 , Q182Q3 为 三 角 
JÉ P, P; Ps 的 (Xi, Xz,Xs) 分 点 三 角形 ，Mi, Ni 分 别 是 边 PiPiyi, QiQi (i = 1,2,3) 


PM PM; PMs QAN Q-FN  Q3N3 
直线 上 的 点 , 且 = — = = = = m 
所 在 直线 MP MP MP NQ? N22Q3 Na3Q1 


3 
1 十 和 1 和 2 和 3 
D + z 一 一 二 wrap ` qg EE RET E CA anm 
pA PPi Misa (1 4- A1)(1 + A2)( )(1 + Aa) P PQi Nit1: 


其 中 Pj = Pj, Qor = Qj 其 余 类 同 . 

š Pa PPM, PMs QiN: QN Qa3N3 q 

证 阴 不 妨 设 = = == = = = gt) 
MP MP, MsP NiQ> Ne NQ p PTS 


1. 取 n= 3, j= 1, 由 式 (10.1.2), 可 得 


3 
> Dpp.ms = = lays TiYitl — Ti+1Yi) + lx TiYi+2 一 Ti+2Yi) 
一 i=1 i=1 
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3 3 
l 1 
732. (TiYi+1 — Ti+1yi) + 242. (Zit1Yi — TiYi+ı) 


3 
1 
=70 - ) Y (viyiti — zia) = (p — a)Dp P, Ps, 


i=1 


[i] 38 5 DpQ,.N...i = (n — q)Dq.q.qs- 


i=l 
又 根据 定理 6.1.1, 有 


1 + A1A2A3 


(ITA 4 AX Aj) 2 > gq) DP P; P; 


(p — q)DQiQ:Qs = 


所 以 


3 
1 二 和 1 和 2 和 3 
Y Dro. "vo zna 
2 , Drain. QA) + + A3) Ies 


推论 10.1.3” 设 Qi1Q2Qs 为 三 角形 P, P; Ps 的 (A1, A2,A3) 分 点 三 角形 . 若 
QQQ; 不 是 退化 的 三 角形 , 则 G 为 三 角 QQQ: 重心 的 充 要 条 件 是 G 为 三 角形 
P, P; Ps 的 重心 . 

证 明 如 图 10.1.2 所 示 . 因为 Q1Q2Q3 不 是 退化 的 三 角形 ， 所 以 和 和 2 和 3 十 
1 Z 0， 根 据 定理 10.1.2, 得 G 为 三 角形 QQQ: 重心 e Y 》 Drona = 0 @ 


i-l 


3 
Y DppM 70€ G 为 三 角形 P. P> Ps 的 重心. 


i—1 


P; 


Q 


Q; 
P, Q P, 
图 10.1.2 三 角形 的 非 等 比分 点 三 角形 
推论 10.1.4(Pappus 重心 定理 ) ” 设 Q1,Q2, Qs 分别 为 三 角形 P, P; Ps 的 边 
PPa, PaP, PaP, 上 的 点 , R PQ: _ PQ: PPS. 则 三 角形 QQQ 和 三 角形 


QP QP QP’ 
P. P, Ps 具有 相同 的 重心 . 
证 明 ”在 推论 10.1.3 中 令 Ni 202 = Às = > 0, 即 得 . 
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引 理 10.1.1 设 TL 边 形 P, P> s rua P. 的 顶点 的 坐标 为 Pi(zi, yi)(à = 1,2;* me ,n), 


则 
2 2 n— 1 
>` (ZiYi+j — Ti+jYi) + >` (ZiVi-n—j — Zirn-jVi) = 0 (i = 1, 2 =s: , | P. | . 
i=l i—l 
(10.1.3) 


证 明 “对 固定 的 j, X Gmi — r;4,jyi) Æ n 边 形 PiP- P, 中 所 有 相隔 
j 1 ATUSBO n HA P, Pay (ü= 1, 2, n) 的 纵 、 横 坐标 依次 交叉 相 乘 的 
差 的 和 . 因此 


n. TL 


Y (Zin; = Z+) = 3 (Titiyntiiti — En+i—j+jYi+j) 
i-l i=l 
3 z n 
— tih — Znjiyirj) = Y (musu; — Éji) (i —1,2,..., B ' 
i-i š=1 


从 而 式 (10.1.3) 成 立 . 


特别 , 34 n = 2k 时 , ; = B = k, 由 式 (10.1.3) 得 


2k 
Y Geek — Zi+k1⁄) = 0. 


i=l 


定理 10.1.3 Xx P X n 边 形 PP -Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 ，Q; 为 边 
已 PH (¿= 1,2,---,n) 的 中 点 , 则 


TL n 

. m=] 
> DPPRQus + Drusi =Ü (i —1,2,--., | 2 |) . (10.1.4) 
i=1 i=1 


证 明 ÆR (10.12) PS p = q = > 得 


n 


n 
1 
i=1 


i=1 


1 : n—1 
+ 4 2 yn = Ti+j+1Yi) (=n 2,59, | > |, 


i=1 


n n 
1 
$5 Dens EU >` (ZiUin-j-1 一 Titn—j—1Yi) 
i=1 


$—l 
lc n—1 
i i2. (Ziyitn—i — Titn—iyi) ( =1,2,---, | 2 |) . 


ë=1 
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于 是 


TL n 
» DppQ,; Eu b» DPP Q: ossa 


i=1 i=1 


1 n 1 n 
= b» (Ziyits 一 Ti+jYi) + 1 5. (ZiYi+n-j 一 Ti+n-jYi) 


+ 1 一 1 


n T, 
1 
T > (Ziyi--j41 = Ti+j+1Yi) Tt 4 > (ZiVyi--n—j-1 € Zicn—j-1Ui) 
i=l 


=1 
1 
4 i=1 
n—1 
= j—1,2,.--- ç 
o (=o... [EFD 


推论 10.1.5 Wt P Jg 2k+1 AÉ P, P>. Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 , Q, 为 边 
P;P,,1(i—1,2--- ,2k 十 1) 的 中 点 , 则 在 中 线 三 角形 PPiQk41, PPBQk42,… , P Psk+1 
Qk P, 其 中 正 向 三 角形 的 面积 的 和 等 于 反 向 三 角形 的 面积 的 和 . 


END S 6 = 9k+1j = = = k 时 , 式 (10.1.4) 中 的 两 个 和 式 相同 . 


2 
MUR 


2k+1 
>  Dpp.Q.,; = 0, 
$=1 


因此 推论 10.1.5 结论 成 立 . 

推论 10.1.6” 设 己 是 三 角形 P, P, Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , P, Qos, P;Qs, P3Q1 
是 三 角形 P, P, Ps 的 三 条 中 线 , 则 在 中 线 三 角形 PPQ> PP;Qs, PPRQ 中 , 其 中 一 
个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 面积 的 和 . 

证 明 ”如 图 10.1.3 Bros. 在 推论 10.1.2 PR — 3 或 推论 10.1.5 PR k=1 
即 得 . 


图 10.1.3 三 角形 的 中 线 三 角形 


推论 10.1.7 ÆW P Pz- -Papi 的 中 线 已 Qi PQk42,… ,Pky1Qk 
所 在 的 2k + 1 条 直线 中 , 如 果 其 中 有 2k 条 直线 相交 于 一 点 , 则 这 2k + 1 条 直线 相 
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w J Pu 
证 明 ”如 图 10.1.4 所 示 . 不 妨 设 Pik, PQxk42,… ,PakQk-1(Qo0 = Qok+1) 
所 在 的 2k 直线 相交 于 O 点 , 由 推论 10.1.5 得 


DoP; i Qk =0, 


# O 在 Pky1Qk 所 在 直线 上 .从 而 PiQky, 忆 Qk42,… ,Prk41Qk 所 在 的 2k + 1 
条 直线 相交 于 一 点 . 


图 10.1.4 2k + 1 边 形 中 分 点 线 共 点 的 条 件 


推论 10.1.8( 中 线 定理 ) ”三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”注意 到 三 角形 的 任意 两 条 中 线 相交 于 一 点 , 由 推论 10.1.7 即 得 . 

推论 10.1.9 3x P AXE n WÉ PP: - -Pa 所 在 平面 上 任意 一 点 ，Q; 是 
P, P; i (i = 1,2,2n + 1) 的 中 点 , 则 


S Dr-no,, + Y> Dr-nQuu ua =0 (; = 1, 2,.…, E) s (10.1.5) 


⁄ s 2 
$—1 i=1 


证 明 ”由 于 PiP P, DIE n JÉ, 故 对 固定 的 j (=i 2, s ET, 
有 


|[P1Quj| =|PsQə+;| =:… = |P, Qa+;| 
=P Qnal = [FPhQu-sial ==: = |P;,Qo == A| 


代入 式 (10.1.4) 并 化 简 , 即 得 式 (10.1.5). 
推论 10.1.10 ”平面 上 任意 一 点 P 到 正 多 边 形 P, P... Poi 的 中 线 PiQk41， 


已 Qk42,… , PoaaaQk 所 在 的 2k + 1 条 直线 的 有 向 距离 之 和 为 零 . 


证 明 3n = 2k +1,j = Iz = k 时, =Ñ (10.1.5) 中 的 两 个 和 式 相 同 . 


2 
故 有 
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2k+1 
> i DP, Qir =0, 
t=1 


因此 , 推论 10.1.10 结论 成 立 . 

特别 , 当 k — 1 时 即 得 : 平面 上 任意 一 点 P 到 正三 边 形 中 线 所 在 的 三 条 直线 
的 距离 中 , 其 中 一 个 距离 等 于 其 余 两 个 距离 之 和 . 

定理 10.1.4 8 P 为 四 边 形 P, P, Ps P, 所 在 平面 上 任意 一 点 , Qi 为 边 已 PH 


(i = 二 1,2,3,4) 所 在 直线 上 的 点 , R. m = LR = 1, 则 


4 
>` DpPnpQ;. e: pp, P, Ps Pa ` 
i—1 
证 明 EX (10.12) 5-452511 
E 1 4 1 4 
> Dppoin 2:25 (TiYit1 一 Tit1yi) + 202. (ZiVi+2 — Ti+2Yi) 
i=1 i=1 


i—1l 
4 
-3. (Viyitl 一 ziii) = PDP, P, Ps P. ` 


s=1 


10.2 和 角 平 分 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


本 节 主 要 讨论 角 平 分 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 . 首先 给 出 角 平 
分 线 三 角形 的 概念 ; 其 次 给 出 角 平 分 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 推论 , 从 而 
揭示 这 些 定 值 定 理 与 著名 的 角 平 分 线 定理 等 结论 之 间 的 关系 . 


10.2.1 ”和 角 平 分 线 三 角形 的 概念 


设 P, P, Ps 为 三 角形 , Pij2Qi(Pi42Q') 为 ZP,P, oP, (LP; PP; 外 角 ) 的 
平分 线 , Q (Q!) 是 P, ,2Q; (P; sQ!) 与 边 P.P; (MB PPa 的 延长 线 ) 的 交点 (i = 
1,2,3; P4; = Pi; Q3+i = Qi, 以 下 类 同 ). 

定义 10.2.1 ”以 三 角形 P.P, P, 内 角 平 分 线 P28;( 外 角 平 分 线 P28') 为 
一 边 的 三 角形 称 为 三 角形 P. P, P, 的 内 角 平 分 线 三 角形 (外 角 平 分 线 三 角形 ). 

如 图 10.2.1 所 示 , 三 角形 PPQPP) 是 三 角形 P, P, P, 的 内 角 平 分 线 三 
角形 (外 角 平 分 线 三 角形 ). 

为 方便 起 见 , 我 们 把 包含 三 角形 一 条 角 平 分 线 (外 角 平 分 线 ) 的 线段 看 成 是 内 
角 平 分 线 三 角形 (外 角 平 分 线 三 角形 ) 的 特殊 情形 . 

注 10.2.1 E ZP;P; o P;+1 外 角 的 平分 线 与 边 Bl 平行 时 ， Q; a G = 
1,2,3) 为 无 穷 远 点 . 本 节 有 关 结论 中 均 假 定 Qili = 1,2,3) 为 有 限 点 . 
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P, P; 
图 10.2.1 三 角形 的 内 、 外 角 平 分 线 三 角形 
定义 10.2.2 ”以 三 角形 P. P, Ps 内 角 平 分 线 与 其 对 边 三 个 交点 Qi,Q2,Qs( 外 


角 平 分 线 三 个 交点 Q5, Q5. Q5) 中 任意 两 点 之 间 的 连 线 为 一 边 的 三 角形 称 为 三 角形 
P, P, Ps 的 内 角 平 分 点 三 角形 (外 角 平 分 点 三 角形 ). 


10.2.2 ” 角 平 分 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


Qi + iyi = Zaia . On — Gi 

RU ——— a 

qD; 一 一 一 

i . Q2 — Oi . O42 — O41 i 
sin— sn 

._ G; + O4 — 20442 Qi+1 — Qi 

sip 4-5 aa e 0 OST t 

人 

:QD ,Ong m Aiti ; 
sin— sin — 


其 中 agpi = o; i = 1,2,3. 我 们 有 以 下 的 定理 . 

定理 10.2.1 设 三 角形 PPPs 的 顶点 的 坐标 为 Pi(acosax,asinax),， Pk +2 
Qk(Pet2Q%) 为 ZP. Pk, 2 Pk+1(Z Pk Px +o Pai. 外 角 ) 的 平分 线 , QQ) 是 Ptr2Q@k 
(Pe42Q'p) 与 对 边 Pe Pky (XTA P, P, 的 延长 线 )(k = 1,2,3) 的 交点 , P 是 三 角形 
P. P. Ps 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


wiDPPsQ1 + wu2Dpp,Q; + wsDpp,Q;, = 0, (10.2.1) 
wiDpp,,,Q, — v 41Dpp.Qt,, + ulio Dpp, Qi A, = 0 (i= 1,2,3), (10.2.2) 
tu; D pp, ,Q, 一 wiriDPpPQ’,, — Wit2DpPiy1Qi42 = DP PaP, (i = 1,2,3), (10.2.3) 
w Dpp,Q; + wWDpp Q, + w5Dpp,Q, = 2Dp, PPs- (10.2.4) 


证 明 BERAREN P(rcoso,rsino). WEA, PP 所 在 的 直线 方 
程 为 


10.2” 角 平分 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 -983- 


(sin a; — sin aj41)T + (coso;41 — coso;)y = asin(o; — Qipi) 


化 简 得 

cop =e S EOM ga | tE m Le, y = acos AH o (10.2.5) 

2 2 2 

于 是 Pus Pao, Pi,2P, 所 在 的 直线 方程 分 别 为 

Lo a z+ sin Secr OR, y = a cos ug EET : (10.2.6) 
设 P(x,y) 是 ZP, P; o Pa 平分 线 上 任意 一 点 , 由 (10.2.6) 和 (10.2.7) 两 式 可 得 

COS k p gin cita j Qitl "— Qi+2 一 Oig1 
= + oo Rab M E Mcr MN hs ' 
2 2 

即 


Qi Qi Qi + Qi Qia: ; s =E 
(co, Seien T cos — r+ (sn i2 i T sin i - =) y 


Q2 — G;+1 Qi — O42 
x c Sd ag — | 


化 简 得 ZP, Pir Pii 的 内 角 平 分 线 Pii28; 和 外 角 平 分 线 P... Q; 的 方程 分 别 为 


in Sit ii + 2042 ` G; 十 Qitl + 2042 Qi + Qi+1 一 2Qi+2 


Si teer lites Mi emm PH gf een irati : 
(10.2.8) 

cos Rs wn + 20142 PERS. T i: t20i2 — Ai + Aip — 20142. 
(10.2.9) 


(10.2.5) 和 (10.2.8) 两 式 联 立 求 得 PQ: 与 已 PN 的 交点 Qi 的 坐标 为 


a Qili Oi 和 ai 十 Qi+1 十 2aQi+2  . ai+1 十 ai ai 十 Qi+1 一 2Qi+2 
gres — [cos SEL ang t NES din Et * aii ———— azap 
ó(i) 2 4 2 4 
a aiH 一 Qi . 十 ait 十 2Qi2 amtar , Qi -— 20i42 
Hc [mee un c METUS NUN IL E 
? 
(i) 4 2 4 
F Qi + Qiii — 2Qi42 
其 中 6(i) = cos et o T REE 


4 , 
(10.2.5) 和 (10.2.9) 两 式 联 立 求 得 P. Q: 与 已 PH 的 交点 Q, 的 坐标 为 
. Qitl+ Qi i 041 —20í 计 1 一 Qi . QitQi+i t20i, 
l= r (sn SRL E I SENE ga 31 rs = At aiu EG i ut a = 
FEN (os cr Mai. aos mtani nen Laos ata ibd — ete) ; 
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i T Qitl — 20i 
Jp’ (i) = sin 2 一 一 E 


由 三 角形 有 向 面积 公式 得 


ô(i) DPP; 2Q: 
A . : Qi + ai+1 一 20442 
—gar(cos asin o; 2 一 COS ai+2 Sin o) cos DRM. NM 
+ q gos Qi 十 1 Qi sin Qi + Qi+1 Qi+2 
2 4 
gin £i T O41 — 20442 cos 2 + ai+1 一 20442 
4 2 
1 ; + aiya — 20i pian c 
4 Sar (gp 5 -- 5L em T Oiti 一 “Qi+2 dini EI A TD 
2 4 2 
— sim Qi + Qi+1l + 2042 — 4o mE Qi — Qi 
4 2 
1 Qi i41 — 204 Gipi — GN Qi + O41 — 204 
= 42 sn + G;+1 i4-2 -— i41 IL + G;+1 Q4-2 
2 4 2 2 
1 O4 t 041 — 204 
+ zar |sin(ai+2 — o) cos aida o i 
2 4 
Qi F O41 — 204 Qi + Qitl — 2Q 
ES sin i + 14-1 14-2 COS i + i41 
4 2 
argno to T 20522 — es UR 
2 4 2 
x in” 十 Qi+l — 2042 Nim RR c O41 — 2042 
4 2 2 
1 Qi + Qi 2ai+2 一 4Q ., Qi + Qi+ı —604j42-- 4a 
q Sur [dim S 十 Qitl + 2042 _ sin Š + Qi 二 1 i42 
4 4 4 
1 Jojd-3ojí,1—20i;,52—4o . Qi + Qi+ı + 2042 — 4o 
4 Lar ain il 141 1 十 2 — Sin i i+1 i+2 
4 4 4 
1 säi Pand 1 — 
— mig Qi + Q1 + 2042 Q tog Qi+1 — Qi 
2 4 2 
ela sn 十 Qitl 一 20442 HU A + Qi+1 — 20442 
2 4 2 2 
+ Qi 十 ai+1 一 2ai+2 . Qi + Qipi — 2Qi+2 — 4a 
+ «arcos sin 
2 2 4 
二 i din Qi + Qi+1 + 2042 一 4a aos Qiii — Qi 
2 4 2 
EX mE. + ai+1 — 20442 cop LO o 十 ai+1 一 2Qi+2 
2 4 2 2 
" jar sin Si einn tiaa — 4a (cos Qi + an — 2042 MH °) 
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. Qi + Qi+1 — 2Qi+2 . Qi + Qi+1 + 20j42 一 4a 
=a (asin : Sa 一 一 zt £b 


4 4 
san nm Qi uia Qi 十 2 Qi 十 1 
于 是 
wi DPP, +Q; 
=a (° sin Ea T m MN — ] gin ceti 0M (10.2.10) 
4 4 4 
类 似 地 
w;Dpp,.,Q: 
—a (a cos mtoi fees T cos —— in) a| EOM (10.2.11) 
于 是 


uiDpp,Q, + W2DPP Q: + W3DPP,Q; 


3 
iy . Qi + OQij41— 20442 . Qitl— Qi 
=q sin sın 
x 4 4 
i=l 
3 
. Qi + Qi+1 + 20442 — 49 . Qiti— Qi 
一 ar >》 —— ss a 


i-1 


3 
l5 Oil 一 O;+2 Qi — O42 

一 二 4 > cos —— —— — cos ———— 
2 2 2 


i=1 


3 
1 „Pane? TERT. 
一 sar > (cos = 1 a x3 So cos Se rss 3 


i=l 


=0. 


故 式 (10.2.1) 成 立 . 
类 似 地 , 由 式 (10.2.10) 和 (10.2.11), 可 证 式 (10.2.2) 成 立 ; 而 注意 到 


3 
1 
2 . 
Dp, P, Ps = 28 1 sin(Qi+1 — Qi), 
i—1 


可 证 (10.2.3) 和 (10.2.4) 两 式 成 立 . 

注意 到 只 要 选择 以 三 角形 外 心 为 原点 的 直角 坐标 系 , 任何 一 个 三 角形 的 顶点 的 
坐标 都 可 以 表示 成 定理 10.2.1 中 的 形式 , 我 们 容易 得 到 如 下 的 推论 . 

推论 10.2.1. 设 三 角形 P. P; Ps 的 顶点 的 坐标 为 Pi (acoso, asino), Pk+2Qk 
(Pe42Q%k) 为 ZPk;Pk,+oPkyi(ZP,Pk+o Pk, i 外 角 ) FEDR, QrQ) 是 P,,>Qk 
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(Pk+2Q4) 与 对 边 Py P, I (HU PkPk+1 的 延长 线 ) 的 交点 ， Mi (Ni) 分 别 是 Pk+2 Qk 
(P42Q4) 所 在 直线 上 任意 一 点 (k = 1,2,3), W 


Wit1DMiPiQini + Wix2DM,p; i Pi 2 = 0 (i = 1, 2, 3), (10.2.12) 
W41 DM: PQ}, rs w;2DM;P,5Q,; = 0 (i = 1; 2, 3), (10. 2. 13) 
wii DN Pig, Jr Vix3DNiP, Qus 三 0 (i = 1,2,3), (10. 2.14 


) 
W41 DM: PQ RE Wi+2 DM, Pi+1Qi+2 x — Dp, p; Ps (i = 1,2,3), (10. 2. 15) 
Wip DN: P: mi Wi+2DN;Pi41Qi42 = — Dp, p, Ps (i = 1,2, 3), (10. 2. 16) 
vi,1 DN, pot, + 0⁄2 DN: Pi, QI, = 2Dp Pr (š = 1,2,3). (10.2.17) 


证 明 ÆR (10.2.1) 中 取 任 意 点 P 为 P,,2Q, 所 在 直线 上 的 点 Mi, 并 注意 到 
wiDy,p;,5Q, = 0(i = 1, 2, 3) 即 得 式 (10.2.12). 

类 似 地 , 可 证 式 (10.2.13)~(10.2.17). 

推论 10.2.2( 内 角 平 分 线 定理 ) ”三 角形 的 三 条 内 和 角 的 平分 线 相交 于 一 点 (HII 
三 角形 的 内 心 ). 

证 明 ”如 图 10.2.2 所 示 . ^E PiQo, PQs 相交 于 G A, 由 式 (10.2.1) 得 
Dergo, = 0, 于 是 G dE PQ 上 


P, 


Pi Qi P, 
图 10.22 三 角形 内 角 平 分 线 相交 于 一 点 


推论 10.2.3( 外 角 平 分 线 定理 ) ”三 角形 的 一 个 内 角 的 平分 线 与 其 余 两 个 角 的 
外 角 的 平分 线 相交 于 一 点 ( 即 三 角形 的 傍 心 ). 

证 明 ”如 图 10.2.3 所 示 . 不 妨 设 P;Qi s Pia aQ; > 相交 于 Gi (i — 1,2,3) 点 ， 
由 式 (10.2.2) 得 Dec,pP so, = 0, 于 是 Gi 在 Pj2Q; E. 

推论 10.2.4” 设 三 角形 P, P, P, 的 顶点 的 坐标 为 Pi (acoso, asino), Pes2Qx 
(P,,2Q,) 为 ZP,Pkio Pea (Z P, P.ao Pk. 外 角 ) 的 平分 线 ,， Qu(QU) 是 P,,>Qk 
(Pe42Q%) 与 对 边 P, P,, (XP Pi Psy1 的 延长 线 ) 的 交点 , O 是 三 角形 的 内 心 , Je 
是 Pj2Qk, PkQkyis Prt1Q%42(k = 1,2,3) 的 交点 ( 即 三 角形 的 傍 心 ), W 
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wit2|S .Pir1Qit2 = Sp pp, (i = 1,2,3), (10.2.18) 
|wirilSop;e’,, = Sp pP, (k= 1,2,3). (10.2.19) 
|wis2lS;;PiQ1., 一 258p, p, p, ( = 1,2,3). (10.2.20) 


i+l 


G, 
图 10.2.3 三 角形 外 角 平 分 线 定理 


证 明 ”将 Je RAR (10.2.3) 得 
—wi*2D Jj; p, iQ, 2 = DP, P>Ps (i = 1,2,3), 


上 式 两 边 取 绝对 值 即 得 式 (10.2.18). 
类 似 地 , 由 式 (10.2.3) 和 式 (10.2.4) 分 别 可 证 式 (10.2.19) 和 式 (10.2.20) 成 立 . 


10.2.3 ”内 和 角 平 分 点 三 角形 有 向 面积 的 公式 及 其 应 用 


定理 10.2.2” 设 三 角形 P, P, Ps 顶点 的 坐标 为 P;(acoso;, asino;), P;Qua(i = 
1,2,3) 是 三 内 角 的 平分 线 , O 分 别 是 它 的 外 心 , 则 
DoQ = un sin — cos — cos == M ahi) (à —:1,2,3), 
(10.2.21) 
其 中 


. Qi 二 2 一 Qi+1 . Qi+1— G; Qi 一 Qi 十 2 
o(i)=1+4sin ——— sin ——— — cos ———,ó( 


Qi + Gi41 一 20442 
:M 4 _ 4 i 
证 明 ”如 图 10.2.4 所 示 . 依 题 设 三 角形 PPP 外 心 的 坐标 为 O(0,0). 由 定 
BË 10.2.1 的 证 明 并 化 简 , 可 得 P, ,Q, 与 P.P; I 的 交点 Qi 的 坐标 为 
a (s 3aQi+1 十 ai . Qi+2 一 Qi Qi 十 Qi 十 2 eem) 
=— [s sin cos cos š 
&(i) 4 2 2 4 (end 
0-042 cos HTO da 
2 4 


i)-cos 


a 3ai+1 十 Qi . ai+2 一 Qi . 
(os SOET 5. Ë gin 


"- 3d) 


- 288 . 


ó(1)ó(2)Do,q.o 


a2 . 3&2 +01 . 
=— || sin ——— sin 
2 4 
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图 10.2.4 


Q3 — Qı A" um. o Gy — à 
2 2 4 


. c 303 + c toa sin 2 + sin i Tio cos m =) 
4 2 2 4 
" (sn 308 + a2 -0 _ cog 22 O cos mim) 
4 2 2 4 
. (cos Lad sin E = Lg n% i as: cos =) 
4 4 
a |. œg- oa in ek a 3a 3 0 3a3 + @2 
e |. == - i cos 
362 Fo . E = Q3 — Q2 
4 2) tsin 4 
I C 3oo + oa jn 92. 02 十 al ds os 822 +01 十 al o, 22 + a) 
4 UE Em m 2 
_ sin SLT 02 cog 92 — 02 (m 3os 十 oo 917-08 
2 4 4 2 
— s _ cos 2 — G oos 98 — 02 
4 2 4 4 


G taa 
- | cos sin 


2 
Q3 一 CQ1 


Q2 十 QI ET mac PEN Rc. 
2 2 2 


Q1 — Go Q3 + 203 — 3033 


_ 2° sin 
E 2 


2 4 
Q3 — Q2 Q1 — Q2 


4 4 
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. Qi = O9 GS — Qi 20; — Q2 — Q3 
— SINI ——— — (008 ——— — 608 — 


2 4 4 
cos T cos 3 ee sin ZTR 
4 4 2 
E s Q2 + 2a — 3a cos 22 +os—2o — cos 23 — 92 
~ 4 4 2 2 
人 _ = 
maa c — EE am) 
m Q3 — 01 "ELA TEC S iL. ai 
sin 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 
2 4 4 
一 一 一 2 
十 sin rS c — E COS e] 
aO" "T 403 — Q3 —30 m 504 —503 _ i Les in oa +4a2— 503 
8 4 4 4 4 
3os—o1—2 2 一 3 3Q3 一 一 
PET sls RENE uma RR eas IMs ER ec ME 
4 4 
2059—01— 2 一 一 4 一 
+ | sin zie cc he 十 Sin m eR 20 2 +sin 人 十 Sin LIA E ias 
4 4 4 4 
i — - 
4 Lia. 3Q3— Ql Q2 4: sin Q1 + 03 — 2G2 
4 4 
ud = 
Lin Q3 十 3a3 Q2 3 sin Q3 22] 
4 4 
a? 3a3 一 al 一 2 2 一 
nln a taa E a e 
T8 4 4 
+ (sin ias ead : — 
十 sin ——————————— 
4 
+ (sn Sa, — 903 E i 3a3 一 >=) 
+ sin ——— — 
4 
Ms NEN . al ta | 
一 sin ——ə no U—=d— 
4 
C r 2 4 人 4 
aig FS cos(o1 — o) 十 sin(as 一 az) cos =z] 
2 
= z =Š 
= [sn E. Gl 1 en [1 — cos(o1 一 as)] + 2sin m cos Qi T aa — tas x 22 


十 [sin(as2 — o1) 十 sin(as — o)] cos zm) 
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ho 


a . Q@3— Qı . 2 03 —01 . Q3—01 03 + 03 — 20 
sin —— sin^ — — + sin os -一 一 一 一 一 一 


> ———— € 
2 4 2 2 4 
. Q3—01 01 t o3 — 2a» Q1 — Q3 
+ sin —— cos ———— cos ————— 
2 2 4 
a .as 一 al .as 一 al . pss aia 0 十 a3 一 2a2 
=— sin ———— 一 sin —— + cos —— 
2 2 4 2 4 
Q1 + 03 — 2a3 Qj — Q3 
+ cos —— cos 一 一 一 一 
2 4 
a^. Q3 一 01 .2903—01 Q3 一 0 Q3 + o3 — 203 
二 一 Sn 一 一 一 一 | 2sin^ ——— — cos ——— + cos —— 
2 2 4 4 4 
Q1 + 03 — 203 Q1 一 Q3 
+ cos cos 
2 4 
a2 . Q@3— Q1 Q3 一 0 Q3 — 01 Q1 + o3 — 223 
一 一 gin 1 — cos COS —— + cos 一 
2 2 2 4 4 
Q1 + 03 — 2033 Qi — Q3 
+ cos cos 
2 4 
a? . og—04 aa 一 oa | ai + Q3 — 203 
二 一 sin 一 一 一 一 | | cos —— — + cos —— 
2 2 4 4 
al + 03 — 2a3 Q3 — Qi Qj — Q3 
+ | cos cos cos 
2 2 4 
9... Q8—90 Q3 — o2 Q2 —01 ,Q Og-—02 . Q04—0G2 Q1 一 Q3 
=a“ sin S ————— cos ——n —sin ——— sin —— cos 一 一 一 
2 4 4 2 2 4 
3 . O3—01 Q3 — Q2 Q2 一 CQ1 . QG3—0O02 . Q2 一 Q1 Q1 一 Q3 
=a“ sin ——— cos —— cos ——— | 1+4sin ——— sin ——— cos 一 一 一 
4 4 4 4 
. G3 — Q1 Q3 一 Q2 Q2 — G1 
—a? sin os ——— —-o(1), 
2 4 4 


所 以 i=1 时 式 (10.2.21) 成 立 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 i — 2,3 Bf, 式 (10.2.21) 成 立 . 

推论 10.2.5 ” 设 三 角形 P, P;Ps 的 顶点 的 坐标 为 Pi(acosai,asin ai), P,Q;,1 
(¿= 1,2,3) 是 其 内 角 的 平分 线 , O 是 它 的 外 心 , 证 明 : Qi, Qiii O 三 点 共 线 的 充分 
必要 条 件 是 o(i) = 0(i = 1,2,3). 

证 明 ”如 图 10.2.5 所 示 . 不 妨 设 0 < ai < aip < aigo < 2x, 于 是 


0 < aif+1 — Qi, Qi 计 2 一 Qi+l) Qi+2 — Qi < 27, 


所 以 
. zag — OG Qu--2 — O41 Q1 — G; 
—— gos CELL ggg sx > 0, 


2 4 
故 由 定理 10.2.2 知 , Qi Qiri O 三 点 共 线 e Do,q. o = 0 $ oli) = 0 (i = 1,2,3). 
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图 10.2.5 


10.2.4 外 角 平 分 点 三 角形 有 向 面积 的 公式 及 其 应 用 


定理 10.2.3 ” 设 三 角形 P, P; Ps 的 顶点 的 坐标 为 P;(a cosa, asino;), PQ i, 
(¿= 1,2,3) 是 三 外 角 的 平分 线 , O 是 它 的 外 心 , 则 


a2 


Q2 — G; Qri — Qi+1 Qi 上 +1 一 Qi+2 rrap: 
Dog, ,0 a ó' (3)6' (i A 1 cos cos g (3) = 1,2, 3), 


2 4 4 


) sin 
(10.2.22) 
其 中 


Qi 十 Qi+1 一 20i+2 


OQ — Oil Qi 十 1 一 Qi 十 2 
o!(i)=1—4 cos — ° cos —— — 


4 
证 明 ”如 图 10.2.6 所 示 . 依 题 设 三 角形 P, P; Ps 外 心 的 坐标 为 0(0,0)， 由 定 
BB 10.2.1 的 证 明 并 化 简 , 可 得 P, Q! 与 已 Pi 的 交点 Q' 的 坐标 


PNN" 
os =, (i) - sin 


图 10.2.6 
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" i. 3Qi+ı 05 sin r2 7t "— OG d- O42 gin 1 — es 
ó'(i) 4 2 2 4 (i— 1,2,3) 
,=— (sin Sagito sin SERT 4sin aaa gig SH TER TT 
yy) 4 2 2 4 
TÆ 
1 1 
ô (1)ó (2)DQ; 2O 
-È [( eos 902 eu, 03 01 o 01 Los pin 02 ^01 
"2 4 2 2 4 
— sin Sas + tia xL sin — + sin ez t or sin s Aga 
4 2 2 4 
_ Au oh RUM Rh E imi 
4 2 2 4 
-| 一 Sin 3m + on. TM sin ar + sin Dune Rab sin SUM 
4 2 2 4 
E Ë as 一 ad 。 n 21702 > Seata din 3Q3 十 Q2 in 3o24d-01 vus — ) 
E- 2 4 4 4 
ju 28 7 P us n222 E . Q2 十 Ql . 3Q2 二 Ql 0 + 01 
— sin ——— 7 —— ——— sin D sin — cos — 55 
in 1792 si — E Q1 + Q3 3as 十 aa . 01-03 
一 sin ——— 2 E —cos— cim Vo 
. 02—01 sin DU os es si Q3 + Qı . 031 + Q3 Q2 + 03 
+ sin 一 一 一 1 sin— sin —cs— 
_ 2 Monum TP oa8 一 oz , 01 — 02 
2 2 2 4 2 4 4 
— gin ay eg sin A M sin Sk Oa — 21 = +sin 1 sin Ba sin =) 
2 4 4 4 4 ` 2 
_a? |. 3os — o — 2a2 Q2 + o3 — 20 O3 — Q3 
一 一 |sin ————— ————- | cos cos —— —- 
4 2 2 
sin $41 (eo — Ae: m) 
+ co 
4 
M NEIN IM) 
cos + cos —— — 
4 
Tim E > (- cos 一 -一 一 一 EY I + cos — j 
4 
_ . AC a . CM . 5a3—04—409  , a3—0 
=— sin— +sin—— —sin— — — sin 一 一 一 


4 + sin 4 4 S1 4 


(s 3a3 — 01 — 2a3 . 2023 + a3 — 304 . 3a3 一 3a1 P =) 
+ | sin sin Ty ——— ə p 
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.Qs = Qi . 50; — 403 — o3 . Q1 o3 — 3G2 
+ | sin 一 — 十 sn ——————— ——— — sin ———— — —- — 


: 293 - 


3Q1 em 20» — C3 


4 4 4 
2a. = m E 
hp coii Q2 —03—01 Jain Q1 + 203 — 3Q3 
4 4 
+sin s + sin 2-0 NE Le 8g 
4 4 
2 一 — 2a3 一 2 = 
A. 2sin ER +2 | sin Bg — Hm d 2 e + sin ma Kul. e tas- den 
8 4 4 
zd EN E 
4- f aim 3o + 03 O1 Jan 5o, — Ao» — Q3 
4 4 
4 Aa —E — 3Q3 5a3 — (YT 一 40 
+ | sin 一 — sin 一 s 
4 4 
[Sin 503 一 501 m 3Q3 一 3o4 
4 4 
2 — m = 9 E 
= Ë = 十 2sin COS 一 -Fsin(o; — o) cos - 


a cos(as — a3) 十 cos(as — o) sin 


(Q3; — O1 
4 


= {sn — 一 cos(as — o1)] + 2 sin > 1 


+[sin(Q1 — o2) + sin(a2 — as)] cos w e) 


a?|(. 01—03 . 901—03 .QQ _ 01-03 —202 
sln —— —— — sln“ ——— — əƏ l + sln ——— — cos —— — — —— 


2 4 2 2 4 

. 0j — 03 al + 03 — 203 een) 
十 sin ——— cos 一 一 一 一 一 一 cos 一 一 一 一 

2 4 
E ur Gi — as (io 一 as jn 01 — 03 cos 21.5: 03 — 202 
2 2 2 4 4 
T on + a3 — 202 01-08 
2 4 

-N da jg? 91 99 = S Qu ELEC 
E 2 4 4 4 

al + a3 — 203 Q1 — O3 
Fes s 


2 2 
al + o3 — 2a3 "€ Q1 — Q3 
2 4 


a? . 04 一 as al — Q3 al — Q3 al + Q3 一 
—— sin 一 一 一 =- 一 cos ————- — cos —— 


4 


+ cos 


O3 一 Q1 Q1 + Q3 — 20a» 


20» 


) 
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a? . o4—03 Q1 — Q3 01 + 03 — 2G2 
=— sin cos 一 —- — cos —— 
2 4 4 


+ | cos mu ss T ear 202 — COS 0 = 00 COS J 二 全 
2 2 4 


2 .Qi — O3 : CQd — Q2 . QO2-— O3 . 03 —2 . 03 — Q2 Q1 一 Q3 
2 — sin —— — sn 一 一 一 — — —- sin cos —— — — 


=G sin — Sin 


4 4 2 2 4 
—a? sin EIL sin LE sin mr un (: — 4cos Gr az cos Ga 03 cos =) 
2 4 4 4 4 

—a? sin BA cos 91 z 92 tons i a o! (1), 
所 以 i=1 时 式 (10.2.22) 成 立 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 i= 2,3 时 , 式 (10.2.22) 成 立 . 

推论 10.2.6 ” 设 三 角形 P, P; P, 的 顶点 的 坐标 为 P,(acoso;, asino;), PQ, 
(¿= 1,2,3) 是 其 内 角 的 平分 线 , O 是 它 的 外 心 , 证 明 : Q, 8' O 三 点 共 线 的 充 要 
条 件 是 o^ (i) = 0( = 1,2,3). 

证 明 ”不 妨 设 0 < e; < ai < aigo < 2r, 于 是 


0 < ai41 — Qi, Qi+2 一 O41. 0442 — Qi < 27, 
所 以 
G2 — Qi Qi 十 2 一 Qi+1 Qipi — Qi 
ipa dm cid c bt on 
2 4 4 


故 由 定理 10.2.3 知 , Q, Qiy1,0 三 点 共 线 e Doro; io = 0 € o! (ü) = 0(i = 1,2,3). 


sin 
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众所周知 , 三 角形 的 三 条 高 线 相交 于 一 点 . 从 有 向 面积 的 观点 来 看 , 这 并 不 是 
偶然 的 . 本 节 用 有 向 面积 的 方法 来 研究 有 关 的 问题 . 

首先 给 出 2n + 1 边 形 中 高 线 及 高 线 三 角形 的 概念 ; 其 次 给 出 三 角形 中 有 向 面 
积 的 定理 , 从 而 推出 著名 的 三 角形 的 高 线 定理 ; 最 后 给 出 圆 内 接 2n + 1 边 形 高 线 三 
角形 有 向 面积 的 定 值 定理 , 从 而 把 三 角形 的 高 线 定理 推广 到 圆 内 接 2n + 1 边 形 的 
情形 . 
10.3.1 ”高 线 三 角形 的 概念 

定义 10.3.1 W P, P>: -: Pap 为 2n + 1 VUE, P, + AQ; L P;P;a 于 Qili = 
1,2,… ,2n 十 1; Pon; = P,, 以 下 类 同 ), WER P... iQ; 为 PiP- -Pongi 的 边 


P, P, 上 的 高 线 , 称 以 Pini 为 一 边 的 三 角形 为 多 边 形 P. P; … Pmp 的 高 线 
三 角形 . 
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例如 , 五 边 形 PP- Ps 有 五 条 高 线 , 过 不 在 任何 一 条 高 线 上 的 一 点 可 以 作 五 


个 高 线 三 角形 (图 10.3.1). 


Qi 


W 
N 


图 10.3.1 五 边 形 的 高 线 三 角形 


特别 , 4 n = 1 时 ,三 角形 P, P, Ps 三 边 P, P>, P, Ps, PP, 上 的 高 线 P1Qo, P;Qs, 
PQ: 即 三 角形 的 三 条 高 . 

为 方便 起 见 , 我 们 把 包含 多 边 形 PP- -Pny 的 一 条 高 线 的 任意 一 条 线段 看 
成 是 高 线 三 角形 的 特殊 情形 . 
10.3.2 ”三 角形 中 高 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定 理 


51 10.3.1 ” 设 x;(o) = sin(ai 二 ai+1 一 ait2 一 a) 二 sin(ai+2 一 a) 一 sin(a 一 a) 一 
sin(ai+1 一 ca), 0i(Q) = Sin(ai 一 ai+2) 十 sin(ai+1 一 ai+2) 一 sin(ai 十 ai+1 一 2ai+2)，ai+3 = 
ai. 则 


3 3 

(1) Y xi(a) = Y ni(o) cos(ai+1l — Qi), (10.3.1) 
i=1 i=1 
3 3 

(2) Y "ci(a) = Y cila) cos(@i+ı — Qi). (10.3.2) 


i=1 i=1 
证 了 明 因为 Qi+3 = Gi, 所 以 


3 3 3 
y cos(a; 一 a) = X. cos(ai+1 — o) = >` cos(a;42 — a), 
¿=t dsi s= 
3 3 
Y cos(a; + Qi+1 一 ai+2 — Q) = > cos(ai+1 十 ai+2 — Qi — a) 
i=l įi=1 
3 
= cos(ai+2 + Qi — ei41 — Q) 
ial 


于 是 由 积 化 和 差 及 以 上 两 式 , 得 
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3 
Y `x, (a) cos(a41 == ai) 
i=l 
1 .3 
= 3 [sin(2ai+1 — 042 — o) + sin(2o; 一 ai+2 — G) 
i=1 
+ sin(a;41 十 ai+2 一 ai 一 Qa) 十 sn(ai 十 ai+2 — Qipi — Q) — sin(o;41 — o) 


— sin(2a; — oj41 — o) — sin(2o;41 — o; — a) — E — aj] 
3 
A [sin(ai+l + Qit2 — Qi— a) — sin(a; — o)] = Ys) 
i-1 


所 以 式 (10.3.1) 成 立 . 

类 似 地 可 以 证 明 式 (10.3.2) 成 立 . 

定理 10.3.1 BZH P, P, Ps 的 顶点 的 坐标 为 已 (cl + a cose;,cə + asino;), 
Pj42Qi HÌ P,P (i = 1,2,3) 上 的 高 线 , P 为 三 角形 所 在 平面 上 任意 一 点 , W 


Yt ahi — Ek, sQ, 一 0, (10.3.3) 


其 中 P435 = 已 ,ai+3 = os. 
证 明 ”不妨 设 cl = cz = 0, 三 角形 PPP 所 在 平面 上 任意 点 的 坐标 设 为 
P(rcoso,rsino). 于 是 已 Pi 的 直线 方程 为 


(sin ai — sinoj41)r + (cos ai+1 — coso;)y = asin(o; 一 Qi+l)， 


即 
而 m 人 — (10.3.4) 
Pi;2Q@; 的 直线 方程 设 为 
sin "ILE 7. s — cos «M =. 7 = G, 


将 点 已 ta(acosaitayasinai+2) 代入 上 式 得 


Om asin a ORT HE 
2 
所 以 
im ID -y = asin SHE Gi im (10.3.5) 


sÉ (10.3.4) 和 式 (10.3.5) 联 立 , KE Q, 的 坐标 


a 
g= 7lcos Qi + cos o; 41 + COS Qi+2 — cos(o; + ai+1l 一 ai+2)]， 


: (i = 1,2,3). 
y= jin ai + sinoj44 + Sin ai+2 — sin(o; 十 ai+l — 042)] 
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由 三 角形 有 向 面积 公式 得 
DpP,5Q; 


—5ar(cos asin ai+2 — SİN Q COS ai+2) 


+ 12 {cos o; 2 [sin o; + sinoj41 十 sinai+2 一 sin(ai 十 ai+l — 0i42)] 
— sina; ,2[cos ai + cosa;41 + cos ai+2 — cos(a; + Qipi — 0i42)]] 

4 227 {[cos o; + cos ai+1 + cos ai+2 一 cos(ai + Qipi 一 ai+2)] sina 
[sin o; + sin oj 41 十 sinai+a 一 sin(ai 十 oil 一 ai+2) ] cosa} 


1 
—3ar sin(Qi42 — o) + 19 [sin(o; 一 ai+2) + sin(oi41 一 Qi+2) 


一 sin(ai 十 ai+l 一 2ai+2)] 一 JorEin(as — a) 十 sn(ai+il 一 a) 
+ sin(o;42 一 Qa) 一 sin(a + &i+ı — Qi+2 — Q)] 


=zarlsin(o; + Qipi — G; 2 — G) + sin(a;42 — o) — sin(o; — a) — sin(oj41 — a)] 


+ 1* [sin(o; = Qi+2) + sin(G;+1 一 Qi+2) sin(o; TOi4q1— 20142)] 


1 1 
=zarm(o) + gen (a) 


故 由 引 理 10.3.1 得 


3 


Qi Qi 1 
Ys EE 一 Dr»PaQ; = ;* [1 — cos(o; — oi41)] [ru (o) + ac;(a)] = 0. 
š=1 


推论 10.31 ” 设 三 角形 P, P, Ps 的 三 条 高 为 Pj2Qi(i = 1,2,3), W 


SpQi Paa Ë SQi.P,, Qi = Dnt na Sq. P, Qi+l (¿= =1,2, 3) (10.3.6) 
其 中 P; s = Pi, Q;+s = Qi 


证 明 ”由 题 设 易 知 式 (10.3.6) 中 至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 为 0, 不 妨 设 


IQiP:Qi Z 0, pu LPiPiniPit2 Z 90°. TÉ SQ.P.iQua F 0. 在 式 (10.3.3) Ë 
4r 3l 8X. P 为 Pi42, Qi, 得 


. 2 Qi 十 1 一 Qi 十 2 


。2 Qi+2 一 
5 D», sb)Qia = — sin 


“Dp, s Pisun (10.3.7) 


2 Qitl 一 Qi 十 2 
— DƏ Boa — —s8m 


XX (10.3.7) 2- XX (10.3.8) 后 等 式 两 边 取 绝 对 值得 


Qi42 — Qi 


Do adio (10.3.8) 


SP,Q, a Pas SQiPiQi = Sp, ai Pipa Qara SQ P. Pi41Qi«25 
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化 简 即 得 式 (10.3.6). 


推论 10.3.2 ”三 角形 PL PS Ps 的 三 条 高 线 Pj2Qi(i = 1,2,3) 所 在 直线 相交 于 
WEBB ”如 图 10.3.2 所 示 . 不 妨 设 PQ, PQs 所 在 直线 相交 于 H 点 ,将 五 及 
Dupo: = Dargo, = 0 RAR (10.3.2), 得 


uud ^/ 
sin — Paña =0. 


P; 


Qs 


P, Qi P, 
图 10.3.03 三 角形 的 高 线 相交 于 一 点 


注意 到 sin? AA 2018 Duno, = 0, BI H EAR PQ E. 所 以 三 角形 P, P; P, 
的 三 条 高 线 PiQo, PQs, PQ1 所 在 直线 相交 于 H 点 . 
推论 10.3.3 4X P 是 正三 角形 PPPs 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 在 P, PPP; 


的 三 个 高 线 三 角形 PR+aQiG = 1,2,3) F, 其 中 一 个 高 线 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 
个 高 线 三 角形 的 面积 的 和 . 


" 2 P 
证 阴 将 losa — ail = * 代入 式 (10.3.3) 并 化 简 ， 得 
DPp,Q; 中 DppQ; + Dpp,Qs = 0, 
从 而 推论 10.3.3 结论 成 立 . | 
10.3.3” 圆 内 接 2n + 1 边 形 中 高 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 
引 理 10.3.2 W atan+l = Qi, bi(a) = sin = 则 
2n+1 
5 ó; (o) sinti eni tnt == Ü) (10.3.9) 
i=1 
2n41 


y & (o) sin? 7-22 =0, (10.3.10) 
il 
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证 明 由 积 化 和 差 公 式 及 Qi 十 2n 十 1 = Qi, 得 


2n--1 
. Qi + Qi+l — 20 .n41 
2 > ôi (aœ) sn 一 
2 
t= 
2n+1 2n+1 
— 5 cos(a; — Qitn+1) s ° cos(Qi+1 zi Oi--n41) 
i=1 i=1 
m TL 
= > cos(a; E Qi+n+1) S 5 cos(ai+1 == Oi--n41) 
i=1 i=1 
2n+1 2n+1 
+ 5 cos(a; — Qicn41) — > cos(ai+1 — Qi+n+1) 
i=n+1 i=n+1 
n m 
= cos(a; — aitn+1) 一》 cos(aiyı — Qitnt1) 
i=1 i=1 


m 


ES Y cos(aitn+tl 一 ai+1) + cos(as41 — 01) 
i=] 


— Y cos(@iyn+1 — Qi) — cos(o1 — Qn+1) 
i=1 
==. 

因此 式 (1.3.9) 成 立 . 类 似 地 , 可 以 证 明 式 (10.3.10). 

定理 10.3.2 ” 设 为 圆 内 接 2n + 1 边 形 PP, Py ai 顶点 的 坐标 为 P; 
(e + a cos Qi, C2 + a sin Qi), Pai LPP 于 Q;(i = 1,2,- ,2n F D,P 是 
P, P> --- Panpi 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 

27m 十 1 


y (cot Qi+n+1 一 Qi 十 1 Qi 十 nm 十 1 一 


2 cot Dppi iQs = Ü. (10.3.11) 


i—1 
其 中 已 +an+l = Pi, oic2n41 = Qi, 其 余 类 同 . 
证 明 ”不妨 设 cl = cz = 0, 于 是 PP- Pony 所 在 平面 上 任意 点 的 坐标 可 设 
为 P(rcoso,rsina). 由 题 设 求 得 P.P,,, 和 P,,, Ai Q; 的 直线 方程 分 别 为 


zas wni e -x + sin Qi T os - Y = a cos = (10.3.12) 
sin LÁ O5 , gp — cos - NA y —asin aua T x os+n+l (10.3.13) 
(10.3.12) 和 (10.3.13) 两 式 联 立 , 求 得 Qi 的 坐标 
a 
T; = z [cos Qi + COS Qi+1 + COS Qi 541 一 cos(ai + Qipi 一 aiHn+1)]， 
2 (i= 1,2,3). 
yi = [sin ai 十 Sinai+l + SÌN ai+n+l 一 Sin(ai 十 ai+l 一 aiHn+Hi)] 
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由 三 角形 有 向 面积 公式 得 


D pp, 11 Q; 


=sar(cos O Sin Qitnti — Sin Q COS 6541) 


2 š . š š 

+ 1^ [cos aitntilsin o; + sin ai+l + sino; 4541 — sin(a; + Qipi — Qitn+1)] 
— sin oi 4541[cos ai + cos ai+1 + cos ois +1 一 cos(ai + Qil — Qitn+1)] 

+ 2 {[cos ai + cos ai+1 + COS ai+Hn+l 一 cos(ai + Qipi — Qitn+1)| sina 


— [sin oj + sino 十 Sinai+n+l 一 sin(ai + Qi+1 — Qi+n+1) | cos o) 


gar sin(oj,n41 — o) + je [sin(o; — o4 541) 

+ sin(o;41 一 Qitn+1) 一 Sin(ai 十 ai+l — 2064544)] 

一 zerbino: — e) + sin(a;i41 — o) + sin(oi4541 — Q) 
— sin(a; + ai+l — Qi+n+1 — Q)] 


1207 {[ sin(oin41 — o) + sin(a; 十 oil 一 airnH — o] 
— [sin(oj — o) + sin(oi1 — o) |) 

1 A : : 
+ 1* {| sin(o; 一 Qi+n+i) 十 sin(Qit1 a: Qi+n+1)] — sin(a; + G; 1 一 2ai+m+l )} 
o sin 8 + O41 — 2o a E + Qi+l 一 20i4n41 

2 2 2 
Qi + Qi+1 — 2o Qi+l — Qi 

2 cos 2 

" EN sin Š + Qi+l 一 2Qi+n+1 cos — 0 

2 2 2 
ai Qi + Qi+1 — 2Qi+n+1 -— Qi d Opi — aet) 


— sin 


2 2 
= (or sin ME = Ls — a? sin CL AER MSIE 2 nn — 


I c Qi + Q1 — 2G;Ln+1 ua PEL ) 


2 2 
E ( 8 in Qi + itl — 2045441 Qi + Qip — =) 


ar sin 
2 2 
. Qi 17958441 . Qi 1 — Qi 
ginti EI E | =L: a 
2 2 
所 以 


DPP,449: 
Qi 1— O;+1 . Qi 1 — O 
itn : i+ sini e i 


sin 
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2; G; + Qi+l 一 20i+n+l 


=a“ sin 


: 301 - 


Qi + Qipi — 2a 


从 而 


2n+1 


i=1 


2 — ar sın 2 


M» (cot E Ql cot Qi+n+1 — Qi 


2 ) Db, Qi 


Qi+1 — Qi 
2n+1 4 Ct 


sın 


i-1 Sin 
2 
2n41 


. G; + O;+1 — 2; 1 
=a? >` &(njsn 5 — "png 


1—1 


=0. 


2 


Dp cu 
Qitn+1 — Oitl jn Qi+n+l 一 0 PPienaiQi 


2 
2n41 
; — gn x. ó;(a) tL ELIT 


ik 10.3.4  fEXX (10.3.10) FS n = 1, 化 简 可 得 式 (10.3.3). 


推论 10.3.4 8 PP. 


-Pampi 是 圆 内 接 2n + 1 边 形 , P, AQ; LP, P, 于 


Qi. 4$ PPa P441 的 2n + 1 RAR P, AQ; (i = 1,2,---,2n + 1) 所 在 直线 中 
有 2n 条 直线 相交 于 一 点 , 则 这 2n + 1 条 高 线 所 在 直线 相交 于 一 点 . 


图 10.3.8 IAE 2n + 1 边 形 高 线 相 交 于 一 点 的 条 件 
证 明 ” 仿 推 论 10.3.2 可 以 证 明 . 
注 10.3.2 ”在 推论 10.3.4 中 注意 到 三 角形 的 任意 两 条 高 线 所 在 直线 相交 于 一 


点 , 即 得 推论 10.3.2. 
推论 10.3.5 XX BP... 
1,2,--- ,2n + 1), P 是 P Pos: : 


Piny 是 正 2n + 1 边 形 , P, + AQ; LP, Piri 于 Qili = 
Pon+1 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


27m 十 1 
5 Dp>;..,,+i Q; =0. 


i=1 
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证 明 {Ee 10.3.3 可 以 证 明 . 
注 10.3.3 ”推论 10.3.5 的 几何 意义 是 : 一 点 的 正 2n 十 1 边 形 的 2n 十 1 个 高 
线 三 角形 中 , 其 中 正 向 三 角形 的 面积 的 和 等 于 反 向 三 角形 的 面积 . 


10.3.4” 垂 点 三 角形 有 向 面积 的 公式 及 其 应 用 
定理 10.3.3” 设 三 角形 PPPs 的 顶点 的 坐标 为 Pi(acos oi,asin oi), P;Ni41 
分 别 是 三 边 上 的 高 , 了 分 别 是 它 的 内 心 , 则 


Q2 — G; Qi+2 一 Oil Qi+1 — Qi ,. 
DN.N 1 = 2a2 sin(a; — Qi 2) COS —— cos —— — — — cos —— o (2), 
iNi+ı 4 4 4 


(10.3.14) 
其 中 o(i) = 1 + Asin E ENTE sin —— cos T 
证 明 ”如 图 10.3.4 所 示 . 依 题 设 三 角形 Pi P; Ps 外 心 的 坐标 为 0(0,0). 而 由 
定理 10.2.3 的 证 明 可 得 三 角形 内 角 平 分 线 P1Qo, P,Qs 的 方程 分 别 为 


2 2 —2 

a ELT asa zm iin E MAL mL EMITTE 
2 2 一 2 

Sin = “TC— a . y = asin — (10.3.16) 


3X (10.3.15) 和 式 (10.3.16) 联 立 , 求 得 三 角形 内 心 工 的 坐标 为 
zr 一 一 Q c= + cos 21 es toos 70), 


. 01d 02 . Q3 Fas , Q3 F 
Ur = —a Sm Tm e 


, 


103 ”高 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 - 303 - 


由 定理 10.3.1 的 证 明 , 可 得 三 角形 各 边 已 Pi(i = 1,2,3) 上 的 垂 足 Ni 的 坐 
标 为 


Q 
# = z [cos Qi + COS 0541 + COS ai+2 一 cos(ai + Qipi 一 ai+2)]， 


m (i Eb. 3); 
y= ə sin o + sin ¿+ 1 + sin ai+2 一 Sin(ai 十 ai+l — 0542)] 
DN, Nor 
cos 1 +cos a2 十 cos a3 一 cos(al 十 az — a3) sina +sin @z2+sin œz —sin(o1--o02 — o3) 1 
2 ë š s š 
— | cos ali 十 cos a2 十 cos a3 — cos(a24-o03 — o1) ， sinal 十 sina2 十 sinas 一 sin(az 二 as 一 ai) 1 
一 2 | cos E RA] +cos natis +cos ese —2 | sin aitaz +sin arras +sin BETUM 1 
2 2 2 2 
COS cd 十 cos a2 十 cos a3 一 cos(o:1 +G2 — 03) sin cl 十 sin a2 十 sin a3 一 sin(al 十 a2 一 a3) 1 
2 . : 
= cos(o1 +a2 — o3) — cos(a2 十 aa — o1) sin(o1 4-02 — o3) 一 sin(a2 十 aa — o1) 0 
8 
2 c = +cos "ies 十 cos mM ) 2 (sin ul 十 sin ST +sin =+) 1 


COS 0 +cos a2 +cos 3 一 cos(o14-o2 一 o3) sin cl 十 sin ac2 十 sin a3 —sin(oi+o2 一 a3) 1 
2 


dm —2sinasin(o1 — o3) 2 cos ao2 sin(al — a3) 0 
8 
2 c nM +cos E +cos eg) 一 2 (sin aitaz +sin EE +sin gos ) 1 


2 


= sin(Q1 一 oa){ sin o E al T sin o2 + sino — sin(o1 + a2 — 033) 


š Q 。 Q a .a te 
+2 C + sin 227.08 + sin =e) + cos o = + cos oo + COS Q3 


— cos(o1 +a — oa) 十 2 (cos 24e eos 2708 + cos =+) 
g? 
= sin(a — Gs) [1 + cos(as — o1) + cos(a3 — a2) — cos(os — o1) 


一 一 — 9 
E (es nn oos S208 sia — =) 


2 
2 
a^ ， . 2 3 — O1 Q3 — 01 01 t Q3 — 2a» 
=— sin(o; — o3) |sin ——— — + | 1 + cos —— — | cos ———— — — 
g "n )| 2 2 2 
Qj — Q3 Q1 + Q3 — 203 
+2 cos ——— cos —— 
4 4 
=a? sin(o4 一 as) ici. A iy RM epe i 
= 1 — O3 = 
2 4 4 
2 Q3 — Ql Q1 + Q3 — 203 Q1 — Q3 Q3 + Q3 — 20 
+ cos EX UR dps ~ tos—— 


EE ,93 — 01 ,,Q93 = G) . O3-—01 
=a“ sin(a1 — a3) cos 一 一 一 | sin ————— sin ———— 


4 2 ` 4 
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Q3 — Ql Q3 + Gs — 2a» O + Q3 一 2ao2 
+ cos cos + eos ——ə — — 
4 2 4 
Bus Q3 — Q1 . 9 Q3 一 QI Q3 — 01 
=a“ sin(o1 — a3) cos ——— | 2sin^ ——— cos —— — 
4 4 4 
0 t o3 — 269 0 + o3 一 2a» 01 — Q3 
+ cos 一 — — — H cos ——————— —— cos —— —- 
4 2 4 
DP Q3 — 0 O3 — 01 O3 一 Qi 
=a“ sin(o4 — o3) cos 1 — cos cos 
4 2 4 
Q1 + Q3 — 202 al + Q3 — 20 O1 — Q3 
+ cos —— + cos —— cos —— —- 
4 2 4 
PN O3 一 O1 Q3 — 01 Q1 + Q3 — 20 
—a* sin(al — 03) cos cos —— + cos ———— — — 
4 4 4 
Q3 + Q3 — 203 Q3 — 01 Q1 — Q3 
+ | cos 一 — — — cos cos 
2 2 4 
D s Q3 — G1 Q3 — Q2 Q2 — Qı 
—2a^ sin(Q1 一 G3) cos COS COS 
4 4 
; Og — O2 . 01 — 09 Q1 — G3 
— sin sin cos 
2 4 
2. Q3 — Qı Q3 一 Q2 Q2 — 01 
—2a* sin(o, 一 o3) cos cos ——— ° cos 
4 4 4 
: 3 — Q2 . Q02—01 Q1 — Q3 
:[1--4sin sin cos 
4 4 4 
š Q3 一 Q1 Q3 — Q2 Q2 — Ql 
一 2a2 sin(al — o3) cos " z © 1 c (1), 


所 以 i = 1 时 式 (10.3.14) 成 立 ; 

类 似 地 , 可 以 证 明 i = 2,3 时 , IÑ (10.3.14) 成 立 . 

推论 10.3.6 ” 设 三 角形 P. P, Ps 的 顶点 坐标 为 Pi(acosai,asin ai), P.N (i = 
1,2,3) 是 三 边 上 的 高 , I 是 它 的 内 心 , WH: Ni Naa, 1 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 
sin(o; — Qi42)0(i) = 0(i = 1,2,3). 

证 明 ”不 妨 设 0 < o, < aii < aiga < 2n, 于 是 


0 < G+1 — Qi; Qi+2 — 041, Qi+2 — Qi < 21%, 


所 以 
Qit2— G; Qit2 一 Qi 十 1 Q1 — G; 

1 cos 4 cos — z ~ #0, 
故 由 定理 10.3.3 知 , N;, Ni41, 了 三 点 共 线 Dy v; It = 0 € sin(o;—0;43)e(i) = 0(i = 
1,2,3). 

推论 10.3.7( 第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ) ”在 锐角 三 角形 P, P, P 中 ， 
P, Nə, P, Ns, P N, 是 三 边 上 的 高 , P, Qo, PQ, PQ 是 三 内 角 的 平分 线 , r. O 分 别 


COS 
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是 它 的 内 心 和 外 心 , 证 明 : Ni Niy1, 了 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 Qi Qua O 三 点 
共 线 (i = 1,2,3). 

证 明 如 图 10.3.5 所 示 . 由 于 PPRP 是 锐角 三 角形 , 所 以 ai 一 ai Z x, 
sin(a; 一 Qi42) Z 0 于 是 由 推论 10.3.5 和 推论 10.3.6 知 Ni Nii I ZARE o 
DNN  I=0#o(1)=0=@ Dg,Q,,,0—0 (i=1,2,3)SQ; Qiii, O 三 点 共 线 . 


3 


图 10.3.5 


10.4 塞 瓦 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定 理 及 其 应 用 


塞 瓦 线 定理 是 指 三 角形 的 三 条 塞 瓦 线 相交 于 一 点 , 其 交点 也 叫做 三 角形 的 葛 尔 
刚 点 . 用 有 向 面积 的 观点 来 看 , 三 角形 的 葛 尔 刚 点 只 是 一 种 必然 性 中 的 偶然 , 而 且 
还 可 以 推广 . 本 节 主 要 讨论 塞 瓦 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 . 

首先 , 给 出 内 (S) 塞 瓦 线 和 内 ( 傍 ) 塞 瓦 线 三 角形 的 概念 , 得 出 塞 瓦 线 三 角形 
有 向 面积 的 定 值 定 理 ,从 而 推出 三 角形 的 葛 尔 刚 点 ; 其 次 , 对 塞 瓦 线 三 角形 有 向 面 
积 的 定 值 定理 进行 推广 , 并 据 此 推出 两 个 三 线 共 点 的 结论 , 从 而 进一步 揭示 塞 瓦 线 
定理 的 背景 ; 最 后 , 利用 三 直线 共 点 的 充 要 条 件 , 给 出 与 三 角形 内 心 ( 傍 心 ) 线 构成 
三 线 共 点 的 有 关 问 题 的 证 明 . 


10.4.1 塞 瓦 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


定义 10.4.1 ”三 角形 的 一 个 顶点 与 这 个 顶点 的 对 边 (对 边 所 在 直线 ) 和 三 角 
EA ( 傍 ) 切 圆 的 切 点 之 间 的 连 线 称 为 三 角形 的 一 条 内 ( 傍 ) 塞 瓦 线 , 以 三 角形 的 一 
条 内 ( 傍 ) 塞 瓦 线 为 一 边 的 任 一 三 角形 称 为 三 角形 的 内 (S) 塞 瓦 线 三 角形 . 

为 方便 起 见 , 我 们 把 包含 一 条 内 ( 傍 ) 塞 瓦 线 的 任 一 线段 看 成 是 内 ( 傍 ) 塞 瓦 线 
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三 角形 的 特殊 情形 . 

记 eC(R) 为 圆心 为 C(a,b)、 半 径 为 RR 的 圆 (z — a)? + (y — b)2 = R. 

定理 10.4.1 ” 设 三 角形 QQQ; 的 内 ( 傍 ) WAA OCR), Qiii 所 
在 直线 ) 与 GC(R) 的 切 点 为 Pi(a + Rcos Qi,b 十 Rsinai)(i = 1,2,3),P 为 三 角形 
QQQ; 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


5 sin(&i+2 == Qi41)DPP,Qus = 0, (10.4.1) 
¿=l 


其 中 Qi; = Qi, ais = Qi, 其 余 类 同 . 
证 明 ”如 图 10.4.1 和 图 10.4.2 所 示 . 不 妨 设 a = b = 0, 于 是 三 角形 QiQaQs 
所 在 平面 上 任意 一 点 的 坐标 可 设 为 P(rcoso,rsina). El Q¿+2Q; 和 QiQua 的 方程 


COS ai+22 + sin ai+27 = R 和 cosojz --sino;y = R 


求 得 三 角形 顶点 的 坐标 


Roos E eA pgn% rand 
" Gag c C a | "m wj (i = 1,2,3). 
2 2 
由 三 角形 有 向 面积 公式 得 
"Uus — Wy 
2 cos Sta S DH T Uus 


š š Q2 一 Oil . Qi+2 + Qi+1 
=Rr(cos a sin ai — sin a cos a;) cos —— — + R? (cos o; sin ——— +l 


; O2 + Qipi Qit2 + Qi+1 . Qo 04042 + Giai 
- sina, cos 2152 7 SH) + Rr (cos THRE Cit sin o — sin SEE E osa : 


A O2 — Qi41 . Qii2 + O41 — 20j 
=Rr sin (a; jene 90. + R? sin RA 
2 2 
. ai+2 + Qiii — 2Q 
-= Brin E, 


从 而 


sin(ai+2 一 ai+1)DPPQiis 
Qit2 十 ai+1l — 20i sin Qi+2 一 Qi+1 
2 2 


1 
=>Rr sin(a; — o) sin(o;42 — 0541) + R? sin 


Qi+2 + Qi+1 — 20 sin Cit2 一 Qi+1 


— Rrsin 2 7 


1 
一 一 gRr coslais 十 一 QQ 一 a) — cos(a; + Qiii — G; > 一 a)] 
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1 1: 
一 aR [cos(a — ai) 一 cos(ai+2 一 ai)] + aRrlcos(Qit+2 — a) — cos(oi..1 — a)]. 


图 10.4.2 三 角形 的 傍 塞 瓦 线 三 角形 


因为 
3 " 3 
inl 
Y cos(ai+2 + oj — Qi+1 — Q) azai cos(ai + Qi+1 一 Qi+2 一 a)], 
i=1 i=1 
所 以 
3 
Y [cos(ai+a + Qi — àj41 — Q) — cos(a; 十 ai+l 一 ai+2 一 a)] = 0. 
i=1 
同 理 
Š 


3 
Y [cos(ait — o4) 一 cos(ai+2 一 ai)] = 0, Y [cos(ai+s — a) 一 cos(ai+1 一 o)] = 0, 


i=1 i=1 
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所 以 式 (10.4.1) 成 立 . 

推论 10.4.1 ” 设 三 角形 QiQoQs 的 内 ( 傍 ) 切 圆 为 0C(R), QiQia (QiQisi 所 
在 直线 ) 与 oC(R) 的 切 点 为 P,;(a + Rcoso;,b + Rsino;)(i = 1,2,3),P 为 PiQi+2 
所 在 直线 上 任意 一 点 , 则 


[sin(o; — &i+2)| SPPQ: = |sin(Qi41 — Qi)| SPP. Qa I (i = 1, 2,3). (10.4.2) 
WEBB Æ (10.4.1) PS Dpp,Q,,, = 0, 得 


sin (o; 一 Qi+2) DPp,,,Q, = — SÌN (Qit1 — Qi) DPP2Qii> 


等 式 两 边 取 绝对 值 即 得 式 (10.4.2). 
推论 10.4.2” 设 三 角形 QiQzQs 的 内 ( 傍 ) WAX OC, QiQia(QiQisi 所 在 
直线 ) 与 oC 的 切 点 为 P;(i — 1,2,3),Mi, M 是 P,Q 2 所 在 直线 上 任意 两 点 , 则 


SM PiQ， s SMi Paia = SMiPiisQua š SM2P;41Qi (i 21,2, 3). (10.4.3) 


证 明 ”不 妨 设 OC 的 方程 及 三 角形 QQQ 与 oC 的 切 点 的 坐标 均 如 定理 
10.4.2, 对 Mi, Mo 分 别 利用 式 (10.4.1) 得 


|sin(o; -— Qi+2)| SM P... iQ; = |sin(ai+1 = a)l OMi es (à = L. 2. 3) (10.4.4) 


和 
|sin(as = Qi+2)| Su; Pir1Q: R |sin(ai+1 = o) S Ms Paaa (à = L, 2; 3). (10.4.5) 


又 显然 sin (ak+i — ox) Z 0(k = 1,2,3), WE Sup, iQ; = Sui Pi yo 式 (10.4.3) 
显然 成 立 ; HT Susp ioi,SuP IQ I 均 不 为 零 , 式 (10.4.4) - 式 (10.4.5) 并 化 简 即 
得 式 (10.4.3). 

推论 10.4.3071 三 角形 的 三 条 内 塞 瓦 线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 10.4.3 所 示 . 不 妨 设 oC 的 方程 及 三 角形 QQQ 与 OC 的 切 点 
的 坐标 均 如 定理 10.4.1. 设 P)Qi,PQo 的 交点 为 G, ÆA (10.4.1) 中 令 Dopo, = 
Dapse8s = 0 得 sin (os — o2) Dapigs = 0. 因 sin (as — o2) Z 0, X Dop,qs, = 0, BH 
G 在 PQs E, 从 而 PiQs, P2Q1, PQ: 相交 于 G 点 . 

推论 10.4.407] 三 角形 任 一 傍 切 圆 的 两 条 傍 塞 瓦 线 及 另 一 条 傍 塞 瓦 线 的 延 
长 线 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 10.4.4 所 示 . 证 法 与 推论 10.4.3 的 证 明 类 似 , 从 略 . 

注 10.4.1 推论 10.4.3 和 推论 10.4.4 可 以 看 成 是 Brianchon 定理 在 圆 外 切 三 
角形 中 的 情形 , 其 中 的 塞 瓦 线 的 交点 称 为 三 角形 的 葛 尔 刚 点 (Gergonne points). 
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Q 


Ps 
Qı 


10.4.3 ”三 角形 的 内 塞 瓦 线 相交 于 一 点 


Qu 1 


图 10.4.4 三 角形 的 两 条 傍 塞 瓦 线 及 另 一 条 傍 塞 瓦 线 的 延长 线 相交 于 一 点 


定理 10.4.2 ” 设 三 角形 QQQ: 的 内 ( 傍 ) 切 圆 为 oC(R),Q.Q;: i (iQ i 所 
在 直线 ) 与 oC(R) 的 切 点 为 P;(a-- Rcoso;, b+ Rsino,;)(i = 1,2,3), Mi, Ni41 分 别 
是 QiP+HuQi+iQi+a 的 分 点 , E. QIMI/MiPu1 = Qir Nia i /Ni+iQ;+2 = A, IJ 


DocMN;,, = G [(A+2) sin(@i+2 041) - Asin(o; 041) --Asin(o;45 —0;)], (10.4.6) 


3 
Y Deua = c2 DP, p, Ps; (10.4.7) 


i—1 
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" Qo — € Q3 — Ua CT — $ 
其 中 ;=12,3;cl = (A — 1)R2/ |8(1 + A)? cos = rs |, 
2 2 2 
« Q2 — Q1 Q3 — Q2 Q1 — O3 
cz = (A — 1)(A — 2)/ Ru d š 
WEBB ”不 妨 设 a = b= 0. 于 是 圆心 的 坐标 为 C(0,0). 由 定理 33.1 的 证 明 , 可 
^ = 
f$ QiPiyi, Qa Qo 的 分 点 的 坐标 
Swa Qi + Qi 十 2 is Qi + Qi 二 2 
R 2 R 2 . 
a Erripa sug 95m yy y | T a | |. 
cos 一 — COS ————— — 
2 2 
Qi 十 1 + G; Qi 十 2 T Qi 十 1 
R x Š _ 
Nar | e LEER. SHE M 
LpA Qi+1 一 Qi cos 2 一 Qi+1 
2 2 
n gin 2 toi 2:2 十 Qi+1 
2 2 
Qiy — 4a Qi+2 一 Qi 
1 十 入 i 十 1 i ven i+2 i41 
2 2 
根据 三 角形 面积 公式 , 得 
8(1 + A)? cos — cos — cos 1 B DoM;Ni4i 
cos Ce PESE M + A cos ai 十 1 cos 8 S x sin Op T MES LI + Asin ai 二 1 cos sa iii 
=4R2 OS Sen T Š cos ea g" UA sin Ap or NE TR S Mra CURE 
2 2 2 2 
+À cos Oat ep — 十 入 Sin SY Es 3 DE and 一 二 一 
2cos Hed + A cos 2orki + oi oca — 2sin et T Dae + Asin 20it1 LE Baai 
+À cos Zeji T enam 十 入 Sin 2 
=R2 2 2 
T Q4-2 + Qi dus 2041 Qi—Qit2 * Q2 + Qi TIN 20441 + Qi—Qi+2 
2 2 2 2 
HAcos -Co jug PEE Et Hsin EELE Her 0i Asin S EOG 
2cos Le Kies cad + À cos 2084-1 Foy 70448 2sin sg arpa + Asin Zea T Gu Od + Qi— Qit2 
2 2 2 
十 入 cos Sepia + Oita- ai aaia iaa 十 入 sin aiti 十 oit2 os + ita 
=R? 2 2 
—- Qi+2 + Qi "—- 2041 w n Qi 二 2 + Qi +n 20441 + i — Aip 
+À cos a LU 9$ T Acos Qipi t di 十 入 sin SP 2 es Ie s Jig Seba 2 toi 
deg ci ARA Tona + À cos TUCH D EHE LM Cta. ga El Torr + Asin Bes end E mL. 
-(A-1)R? FAcos Hi Lu i 十 入 sin 2591 + Ooo on LU x 
d cuit a RS 2041 + oo " i Qi dn 20441 ta —0442 
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(入 十 2) cos — (A + 2)sin Qi tasa 
ë MEM ^" cM 
=(A—1)R? tacos em t =L 
cog SEES + — Gg 2ai+1 + 04 —0i2 sin $52 +e; ade 20441 + o — i42 
一 (入 一 1)R2 [( 入 + 2) sin(ai 十 2 一 Qi+1) 十 入 sin(os 一 Qi+1) 十 入 sin(Qi+2 — Qi)], 
注意 到 
Q1 — Qi G2 — Qi Qi 一 Qi 十 2 Q2 — Qı Q3 一 03 al — Q3 
COS 一 — cos —— — — —  — co —— = eos —— cos ——. —- cos —— 
因此 式 (10.4.6) 成 立 . 
x 


3 
2 Q2 — 0&1 Q3 — 02 Q1 — G 
8(1 + À)“ cos =; o SS 99——— *. DocMiNi 


i=1 


3 
一 (入 一 1)R2 >` [(À + 2) sn(ai+2 — Qit1) + Asin(o; — 0441) + Àsin(e; 2 — o;)] 
i=1 
3 3 3 


=(À — 1)R?[(A + 2) Y sin(ait2 — 0441) + À Y sin(a; 一 ai+1) + AM sin(ai+2 一 0i)] 
i=1 i-l 


i—1 


3 3 3 
—(A — 1) R?((A + 2) Y vsin(ai+i — oi) + AX sin(a; 一 Qi+1) 十 入 sin(o; — ai+1)] 


i—1 i-1 i=1 


3 
-(A — 1)(2 — A) R? Š `sin(o;i — o) 


4=1 


=2(À aL 1)(2 "E NDP, P; Ps; 


从 而 式 (10.4.7) 成 立 . 

推论 10.4.5 ” 设 三 角形 QiQ»Qs 的 内 ( 傍 ) WAX 6C(R), QiQua(QiQua 
所 在 直线 ) 与 G0C(R) 的 切 点 为 P,(a + Rcoso;,b + Rsino;)(i = 1,2,3), 则 三 角形 
QiQ2zQs 的 内 (f) 切 圆 的 圆心 C 与 QiPH QiriQi+a 的 分 点 Mi, Ni+1 共 线 的 充 
分 必要 条 件 Mi, Niyi 是 QiP+uQiriQi+a 的 中 点 . 

证 明 ”由 定理 10.4.2 可 知 , 三 角形 QQQ: 的 内 (S) 切 圆 的 圆心 C 与 
QiPi+1, Qi+1Qi+2 的 分 点 Mi, Ni+ı 共 线 = DocMiNi 一 0 今 =1 “<° Mi, Ni+1 
是 QiPi Qit1Qit2 的 中 点 . 

ik 10.4.2 ”推论 10.4.5 的 必要 条 件 为 1997 年 英国 数学 奥林匹克 题 . 

推论 10.4.6 BEHAE Q1QsQs 的 内 ( 傍 ) 切 圆 为 0C(R), QiQua (QiQua 所 
在 直线 ) 与 oC(R) 的 切 点 为 P,(a + Rcoso;,b 4- Rsino;)(i = 1,2,3), Mi, N;+i 分 别 
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是 QiPHQiiQi+a 的 分 点 , B. QMI/MiPiua = QAN A/N AQ; = 2, M 
3 
5 DcuiN, = 0. (10.4.8) 
dz 


WEBB ”在 式 (10.4.7) PS 入 = 2 即 得 . 

注 10.4.3 ”推论 10.4.6 的 几何 意义 是 : 在 三 角形 CMiN2,CMoNsa,CMsNi "P, 
其 中 一 个 三 角形 的 面积 等 于 另 两 个 三 角形 面积 的 和 . 
10.4.2” 塞 瓦 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 的 推广 

定理 10.4.3” 设 三 角形 QQQ; 的 内 ( 傍 ) WAX oC(R),Q;Q; i (Q; Q; M 
在 直线 ) 与 oC(R) 的 切 点 为 P,(a 十 Reosai,b 十 Rsinai), 射线 CP; 与 GC(R') 的 
交点 为 Pl(i = 1,2,3), PP 为 三 角形 QQQ; 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


3 
cy Sin(Qi42 e: Gi+1)DppiQi, = 0, (10.4.7) 


1-1 


其 中 Qi; = Qi, 043 = o4, 其 余 类 同 . 
证 明 ”如 图 10.4.5 所 示 , 不 妨 设 a = b = 0, 注意 到 圆 OCR) 与 射线 C P, 交 
点 的 坐标 为 


P; (R' coso;, R'sino;) (i= 1,2,3) , 
在 定理 10.4.1 的 证 明 中 将 R 换 成 R 即 得 式 (10.4.9). 


图 10.4.5 “推广 的 三 角形 内 塞 瓦 线 三 角形 


根据 定理 10.4.3, 仿 推论 10.4.1~10.4.4 的 证 明 , 可 得 如 下 推论 : 
推论 10.4.7 设 三 角形 QQQ 的 内 ( 傍 ) WAX oC(R),Q.,Q; 1 (QQ; i 所 
在 直线 ) 与 oC(R) 的 切 点 为 Pi, 射线 CP, 与 GC(R') 的 交点 为 Pl(i = 1,2,3), P 
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[sin(oj — ai+2)| Spp Qi = [sin(a — oi)| SPP ea = 1,2,3). 


推论 10.4.8 iX fÉ QQQ; 的 内 (f) 切 圆 为 0C(R), QiQua(QiQiua 所 
在 直线 ) E oC(R) 的 切 点 为 Pii = 1,2,3), 射线 CP; Ej oC(R') 的 交点 为 P'(i = 
1,2,3), Mi, M» 是 PIQi+s 所 在 直线 上 任意 两 点 , 则 


IM: PiQ， S MP. Qui = S Mi PHaQita i SM; P, iQ; (i = 1,2,3). 


推论 10.4.90? ” 设 三 角形 QQQ; HAWEAX OC(R), QQ 与 00(R) 
的 切 点 为 PG = 1,2,3), 射线 CP, 与 OCR) 的 交点 为 Pr = 1,2,3), 则 线段 
PIQs, PQi, PQ2 相交 于 一 点 (如 图 10.4.6). 


图 10.46 ”推广 的 三 角形 内 塞 瓦 线 相 交 于 一 点 


推论 10.4.1009 设 三 角形 QQQ; 的 傍 切 圆 为 0C(R), QiQ;41 所 在 直线 与 
OC(R) 的 切 点 为 Pi, 射线 CP; 与 6C(R') 的 交点 为 PI (i = 1,2,3), 则 P/Q3, PLQ, 
PQ: 所 在 的 三 条 直线 相交 于 一 点 . 

10.4.3 与 三 角形 内 心 (外 心 ) 线 构成 三 线 共 点 的 直线 

定义 10.4.2 ”三 角形 的 一 个 顶点 与 三 角形 内 心 (外 心 ) 所 在 直线 分 别称 为 三 
角形 的 内 心 (外 心 ) 线 . 

定理 10.4.4(1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 )” 设 O 是 三 角形 QRQ 
的 内 心 , 三 角形 QQQ: 的 内 切 圆 GO 与 QiQi41 的 切 点 为 Pi, QiQuua 的 中 点 为 
Ri, 证 明 三 角形 的 内 心 线 QiO 与 PPr: Ripia 共 点 (ë= 1,23), 

证 明 ”如 图 10.4.7 所 示 . 以 三 角形 QRQ 的 内 心 O 为 坐标 原点 建立 直角 坐 
标 系 , 设 三 角形 QQQ: 各 边 与 其 内 切 圆 oO 的 切 点 的 坐标 为 已 (acosoaiyQsin qi) 
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(¿= 1,2,3). 故 由 定理 10.2.1 的 证 明 得 直线 PiP 的 方程 为 


G;+1 + Qi . Qi+1 t Qi Qi — Qi 
E EL ws. à cos = “ = 0, 


10.4.7 


又 由 定理 10.4.1 的 证 明 得 三 角形 顶点 的 坐标 


Qi Qit2 . Qi + Qi+2 
E asin -———— 2 


a cos 
. — =. XI 
2 2 
于 是 三 角形 各 边 中 点 的 坐标 为 
mE 十 Qi 十 2 pos EH toi 
a 
R. | 35 一 一 一 和 一 + — , 
2 — Qi 一 Qi 十 2 God Qi+1 — Qi 
2 2 
. Qi + Qi+2 . O1 + Qi 
BIH me Bn-——————5 
of MMMME L. GNE G= 1,2,3). 
2 Qi — Qi 十 2 cos Si+1 一 cc impia 
cos 一 -一 一 一 2 
2 
从 而 求 得 三 角形 内 心 线 QiO 的 方程 为 
sin EH a ggg EET .y=0, 


直线 Ria Ras 的 方程 为 


. Qitl G; . Qi Qit2 Qi + Qi+2 Qi+1 + Qi 
BIIb-———————— SE e——————— QO0S ——— COS --————— 
Qi+1 — G; Qi 一 Qi 十 2 Qi 一 Qi+2 Qitl — Qi 
cos 一 . cos ——— —— cos ————— cos ——— 
2 2 2 2 

Qai + G; Qi+2 + Qi 二 1 . Qi+2 十 Qi 十 1 . Qi 十 Qi+2 

cog oo cos 一 sin Tbe 5 tue sin — 

FR. INE" PME DENEN E VONNAT a r 222 = = 

Qiii — O4 Q.-9 — O41 Q--2 一 G;+1 Qi = Qia 

2 ||. THT og ET H cor R CH gpg CEO Pa 


2 2 2 2 
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Q2 十 Qitl Qi + Qit2 . Qi+1 + G; Qo 05442 + Qi 二 1 
COS ——— — — cos 一 一 一 一 Sin ——— — sin ——— —— 
2 | 2 2 S e=: Se S E 
| = 
Q2 一 Qitl Qi 一 Qi 十 2 Qi] — Qi Qi 十 2 一 Qi41 i 
cog—— — cos 一 一 一 一 COS ———— cos ———— — 
2 2 2 2 
p 
化 简 得 


sin(ai+l — Qi+2)[cos o; - z + sin o; : y] 


Q,. " s 
+ z sin(a;+2 — œi) + sin(oi42 — Qi+1) + sin(a; 一 ai+H1)] = 


= 0. 
由 于 三 直线 已 PH QiO HIR; BR; uo 的 一 级 行列 式 
Ai 
Qi+l G; a2 O1 + Qi » Qi — Qi 
cos 2 sin — 2 cos ue 
— gi, SETTE Tot pug iT GAS Tita 0 


. . I sin(ai+2 — Qi) 十 sin(ai+2 — Qit1) 
Sin(ai+l — Qi+2) COS ai sin(&i+ı — ai+2) Sin o; 


十 sin(&i — O41) 


Qi] — Qi . . Qi 二 TQit2 . Qi 十 Qi 十 2 
—a cos S s sin(oj.1 — 042) | sin E A sin x; + cos — 5. COS Qi 


a. . ' 
+ 了 [sin(as+2 — oí) 十 sn(ai+2 一 ai+1) + sin(a; — o41)] 


. Oi d O42 .lO Qi + (49 Q1 + G; 
š gi = ES y uA L M L Qa — wn r T T 
2 2 2 2 
计 1 Qi ， ai — O42 
—a cos E 2 sin(Qi41 — 0442) cos 


a. I l Qi+1 — Qi 
+ z Sinai — ai) 十 Sin(ai+2 — 041) + sin(o; — w;+1)|] cos EI LEER 


2 

二 机 Qi) 一 Ci 十 2 Acos Qi+1 — G; ái Oil 一 Qi 十 2 -— Q2 一 Qi 

2 2 2 2 

+ sin(oj42 — oj) + sin(oi42 — 0541) + sin(a; 一 se) 

O41 一 Qi+2 Qi+1 — Qi . Qi+1 — Qi 

— E — A Joop tL 一 a e Sh 

2 2 2 2 

Qi? 一 Qi . Od Qipi — 204 
+ 2 cos hia. Maud sin 一 
2 

+ sin(oj42 — Qi) 十 Sin(ai+2 — 041) + sin(o; 一 2] 

a Girl — Oic2,. š š 
= cos 一 . Bm(aia — ai) + sin(oi41 — 04423) + sin(o; — 043) 

十 Sin(ai+2 — Qi) + sin(oj42 — 0;41) + sin(a; — 041)] 
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=0, 


所 以 三 直线 QiO, P;P;,i 和 Ri IR o 相交 于 一 点 . 

定理 10.4.5 3X O; 三 角形 QiQ»Qs 的 傍 心 , 三 角形 Q1QoQs 的 内 切 圆 ©O; 
与 QiQi+l 的 切 点 为 已 , QiQi+l 的 中 点 为 R, 证 明 三 角形 的 内 心 线 Q;O; 与 直线 
PPin, Ria igo 共 点 (i,j = 1,2,3). 

证 明 ”如 图 10.4.8 所 示 . 以 三 角形 QQQ 的 傍 心 O, 为 坐标 原点 建立 直角 坐 
标 系 , 设 三 角形 QQQ 各 边 与 其 傍 切 圆 oO, 的 切 点 的 坐标 为 Pi(a cos ai asino) 
(i = 12,3)， 根 据 定理 10.4.4 的 证 明 可 知 三 直线 Q;Oi, 已 PH 和 R. Riuo(i = 
1,2,3) 相交 于 一 点 , 其 证 明 过 程 与 定理 10.4.4 完全 相同 . 


图 10.4.8 


类 似 地 ， 可 以 证 明 三 直线 Q.O;, PiP 和 Ru Rao 及 QiOs, 已 PH 和 
Ri+ıRi+2(i = 1,2,3) 相交 于 一 点 . 


第 11 章 二 次 曲线 外 切 n(n 2 4) 边 形 中 有 向 
面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


11.1 二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 


在 二 次 曲线 中 有 一 个 著名 的 定理 , 即 二 次 曲线 外 切 六 边 形 的 三 对 对 顶点 的 连 线 
相交 于 一 点 , 这 就 是 所 谓 的 Brianchon 定理 . 本 节 用 有 向 面积 定 值 法 研究 各 类 二 次 
曲线 中 有 关 的 问题 . 

首先 介绍 二 次 曲线 外 切 多 边 形 以 及 二 次 曲线 外 切 多 边 形 的 对 角 线 三 角形 、 切 
点 线 三 角形 的 概念 ; 再 分 别 得 出 椭圆 类 二 次 曲线 、 双 曲 类 二 次 曲线 和 抛物 类 二 次 
曲线 外 切 n 边 形 (n > 4) 中 有 向 面积 的 定 值 定理 , 从 而 揭示 各 类 二 次 曲线 n 边 
JÉ (n > 4) 中 对 角 线 三 角形 和 切 点 线 三 角形 之 间 的 关系 , 并 推出 著名 的 Brianchon 
定理 . 

我 们 发 现 , Brianchon 定理 并 不 是 偶然 的 , 它 是 二 次 曲线 外 切 对 边 形 中 有 向 面 
积 定 值 定理 的 必然 结果 . 


11.1.1 二 次 曲线 外 切 多 边 形 有 关 的 概念 

定义 11.1.1 ” 若 多 边 形 的 各 边 或 边 的 延长 线 都 和 某 二 次 曲线 相 切 , 则 称 该 多 
边 形 为 二 次 曲线 的 外 切 多 边 形 . 

定义 11.1.2” 设 Qi1Q2…Qn(n > 4) 是 二 次 曲线 外 切 n UÉ, QQ 所 在 直 
线 与 二 次 曲线 的 切 点 为 Pi, MERA QQ- Qu 的 一 条 对 角 线 QiQi+ji( 两 个 切 点 之 
间 的 连 线 P.P.) l = 1,2, mj = 2,… Po = 忆 BQnti = Qi) 为 一 边 的 
三 角形 为 QiQ»s Qnr 的 对 角 线 三 角形 ( 切 点 线 三 角形 ). 

为 方便 起 见 , 我 们 把 包含 一 条 对 角 线 (两 切 点 之 间 的 连 线 ) 的 任 一 线段 看 成 是 
对 角 线 三 角形 ( 切 点 线 三 角形 ) 的 特殊 情形 . 
11.1.2 ”椭圆 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 

记 


Qi 一 Oi--n—1 Qi+j 一 Qi 二 7 一 1 : G; — Qi+j . Qi+n—1 — Qi+j—1 
Uii; =2 cos —— T cos 32 z sin SE Nor 
ds 2 2 2 À 


Qi 一 Qi 十 mn 一 1 Qi+j — Qi+j—1 . G; 一 Qi+j—1 
ui =2 cos cos 一 一 : sin 一 一 二 一 
2 2 


Qitn—l 一 Gi+j 
2 $ 


sin 
2 
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. 2 Qi — Qi+j 
Ui i+j =1 f'sin ~g ` Qn+i — Qi. 


于 是 
Untinti — ig, Untin+j = uj js Un+i,n+j = Vi,j- 
定理 11.1.1 W Qi18Q2…Qn(n 2 4) 是 椭圆 z2/a2 +y? / = 1 的 外 切 多 边 


JÉ, QkQ 1 所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 Pi(acosax,bsinax)(k — 1,2,--- ,n), P EB 
圆 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


Uiiti DPQiQit; = Uii+jDPP,P,,; T Vitn-litj-1DPPitn-1 Pitia (11.1.1) 


/ 
¿+j DPQiQi; = Viicj-1DPP; P, a t Vien iij PP Pus (11.1.2) 


其 中 当 n 为 奇数 时 , i = 1,2,--- ‚nm j =2 = 当 TL 为 偶数 时 , i = 1,2,.…- ,n, 
= 
WEBB ”如 图 11.1.1 所 示 . 设 椭圆 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 为 P(ar cosa, br sina) 


(r 2 0). 由 QiniQi 的 直线 方程 
b COS Qi+n—1 ` £ + asinog tni: y = ab 


和 QiQi+1 的 直线 方程 


b cos; : z + asin o; y = ab, 


Qi P, Q 
图 11.1.1 椭圆 外 切 多 边 形 


KIF Q182…… Qn 顶点 的 坐标 


Qi 十 Qi+n—1 ; 
D EE S bsin 
Tm —Ó— PAM TREE 
Qi Qi — Qi+n-1 ` Qi — Qitn—1 ( V jn) 
COS ————— ——- o, —— —— ——- 

2 2 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


Qi 一 Qi+n—1 Qi+j 一 Qi+j—1 
—sS — —3, . DrPQQu; 


Qi + Qi+n—1 


2 cos 


11.1 二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 - 819- 
. Qi + Qitn—l ; Qi + Qitn—l Qi+j 一 Qi 二 7 一 1 
—abr | cos a sin ———— —. — sina cos —— — pau SE 
2 2 2 
nep G; + Qitn1 din Qi+j + Qi+j-1 _ Qi + Qitn—l s Ziti 十 Gi+j—1 
2 2 2 2 
Qi 二 十 Qi+j-1 . 。 Qi+j 十 Odi j-1 Qi 一 Qi+m 一 
+ abr (cos 52 865471 sina — sin SEHE 821 cosa EE mel 
. Qi d Oin-1— 2a Qi+j 一 Qi+j—1 
-abr | sin i i^n itj ij 
2 2 
. Qj d Odipj-1— 20 Oi 一 Oi4n— 
=i i+j i+j—1 cos i i+n—1 
2 2 
Qo 0445 FOA — Oi — ni 
waban <A III 
2 
ET "m + O44 + Oipn-1 — Oi j-1 — 2o 
2 2 
， Qi + Qi+j—1 + Qi+j — Qitn-1 — 20 
-smn 一 -一 一 一 一 
2 
1 . Qi + Oipj-1 + Qitn-1 — Qij 一 2a 
L ape i — — 2-2 — e UU T 
2 2 
2 Qi+j—-1 + Qi+j + Gi+n—-1 — Qi — 20 
= sin 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
2 
. Qi+j + Qi+j—1 — G; — Qi+n—1 
2 
Ai t Qij —20 . Oijpn-i-— Qi+j= 
=abp (ens E yn e OE 
2 2 
Qitj-i T €ipn-1— 29 . WW — Qij 
j desc ipee 
. Oign-1 — Qij-1 Qi 一 Qipi Qi+n—1 — Qi+j—-1 . Qi — Oi; 
bl sip. itn ?十 7 i i+j + cos i+n—1 i+j À ur i irj i 
2 2 2 2 
š . Qi— Qi+j . Qipn-1— Qi+j— 
N 0 < or < aa <- < an < 2n, J giu 3, gg c Hen, — gd) 
Qi + Oo;,;—2o Qi,n—1 + Qi+j—1 — 2x 
665 i P cos i+n—1 ^» 1 
Wists DP —abr | —— 
j iQi — Uo SEE EST = Gss 
cin i 1 十 7 sin i+n—1 i+j—1 
2 2 
Qi 一 Oi; Oi4n-1 一 Qi+j— 
— ab | cot ——.— 55. 4 cot l C l) (11.1.3) 
2 2 
x 
DPP; Piz; —3abr (cos a sin ai 一 sina cos o5) + zab (cos ai sin oj. 一 SÌN Qi cos or, j) 


2 
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1 . 
十 zr (cos o;j..; sina — sin oj; cos o) 


1 1 
—3abr [sin (o; — o) — sin(oj,j — o)] + z% sin (oi. — Qi) 


ai 十 ai 一 2Q , G; 一 Qi . G; — G; [9 Ci 十 
—abr cos 一 一 一 一 7 sin —— 14... absin —— egg 7, 
2 2 2 2 
Gi + Gic — 2a 
2 — Qj 
Viie-jDpp;p,,; = abr "ES TP abcot Ë 53 (11.1.4) 
sin 
2 
同 理 
UiEn-1,44— D pp, Bi 
cos Pini + Qi+j—1 — 2Q 
Qi 一 — OH 
三 (11.1.5) 
€ Oi-.-n—1 一 Gi+j—1 2 


2 


由 式 (11.1.3). 5X (11.1.4) MA (11.1.5) 即 得 式 (11.1.1). 
类 似 地 , 可 以 证 明 式 (11.1.2) 成 立 . 


11.1.3. MARINI n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 


Qi-n—1 T Qi Qipj—1-t Qi+j . Oi —0ip; . Opn—1-— 0;4j—1 
té 2 2 2 
/ Qi+n—1 + Qi Qi+j-1 Tj Qi+j / . Qi — Qipj-1 . Qi+n-1 — Qi+j 
Skiti =2 cos — cos — 575 sin EGG uus sin — > 
. 204 一 Qi 十 7 
t;¿¿i+j =COS Qi COS ai+j/sin 一 Gp c0. 


EN. sous = X55 Sep tntinti = tij- 

定理 11.1.2 3 Q1Q2…Qn(n > 4) 是 双 曲 线 22/a? — y? /b? = 1 ^H7] n X1 
É, QkQk+i 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 P (asec og btanoy)(k = 1,2,--- ,n), P Æ 
双 曲 线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


Siiti DPQiQu; = tiiti DPP; Pips + ti+n—1,i+j—1 Dpp,,,,_ 1Pi4j—1) (11.1.6) 
5,144 DPQIQu; = t¿¿rj-1DPP,P;,;-1 F Lien-1icj DPP, s PAS (11.1.7) 
š TL 
其 中 当 n 为 奇数 时 ， ¿= 1, 2;< d ,Wj —2,-:, 
DE s iS E T RS NET e 


E ku a 


11.1 二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 - 321 . 


WEBB ”如 图 11.1.2 所 示 . 设 双 曲 线 所 在 平面 上 任意 一 点 的 坐标 为 P(ar cosa, 
brsina). 由 切线 Qi iQ; 的 方程 
br — asino;La-1 ` Y 三 Qbcosai+Hn 1 


和 QiQi+ı 的 方程 


bx — asin Qi :2 一 Qbcosai 


求 得 9182… Qn 顶点 的 坐标 


Qitn—l — Gi . Gi+n—-1 + Qi 
acos—— — bsin— 
a -二 — TU | (¿=1.2.,:--- ,n). 
Qi Qi+n-1 + G, ° Qi+n-1 T Oi ( — a 
lm c 


图 11.1.2 双 曲 线 外 切 多 边 形 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 
Qi+n—1 TG; 
— = co 


. Qijn-1+Qi Qbpn-1— O0 ， Qitj-1+Qi+j 
=abr (osasin a * —cos € ! sin æ | cos — 2-1 + 


2 cos s L CE DbQ.,; 


Uitni- i . Oij-idOij Qi+j—-1— Qi+j . OQOitpn—-1 O4 
十 ab cia s 


2 9 2 
Qi+j—-1— Qi+j . .Qi 计生 1 十 Qi 十 7 Gi--n-1d Gi 
-- abr [cos = 7*2 sin e coso.sin -EE WH | cos 421 7 E 
2 9 2 
. QOi-pn-1 T Oi Qi+j—1 0j Oipn-10 O4 . Qipi- tait; 
=¿br cost [uin ——2— pos MHEN TEE | 05177 gin a ij 
2 2 2 2 
+ abrsin a (cos Snt tes cos DE ML m EL = i 


。 Qi+j-1+Qi+j Qi+n—-1— Qi  . Qi+n-1+Qi Qi+j—-1— i+; 
+ ab Ci as rTYF 
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. Qn=1+Oi— 0444—1— Qi 
—abrcososim — 2-173 7-1 "9 


2 
1 , Oá--n—1-F Qi Q4 j—1— Qi+j O-pn—1 T Q4 j—1 Gic j — Qi 
+ —abr sin Q | cos rus S 12 E pico E Hj : 
2 2 2 
1 ; Qi+n—1 Qi Qi j — 05-1 Qitj—1+ 014 jd Oi 一 Qign-1 
+ =abr sin a [cos —— c EIE cog 1 iani loc M y cant 
2 2 2 
1 QoOOpj-ldGipjd Oipn-1— Qi . Opn-1 Qd Qi j-1— Qni j 
+ zab | sin 一 — —À————— — — — sin —— ————— ————— 
2 2 2 
+ lob ait Qi+j—1 jG; +; T Qi — Qitn—l nim Oá--n—1 T Qi T O4 j — Qi j—1 
2 2 
。 Qi+n—-1— Qi+j—1 Qi — O4 j Qi+n—1— Qi+j—-1 . Qi—Qi+j 
=abr coso ( sip =- og eos Enak CA aine 
2 2 2 2 
. .04pn-1T-Ogpj-1 . A= |. QOL . Oin-i—Oj-1 
— abr sina sin t T TI ein Dk OI pam e NI gj e 
2 2 2 2 
Qi+j—1 FQi+n-1 . Qi+j— Qi Qi+jtQi . Qi+j—1— Qi+n—1 
"m" (cos SEET Sitni m sin tini tiet | 


H- «a c HL caeco 


2 g 7. =1,2, ,n) 且 互 不 相等 , 上 式 两 边 同 除 以 


sin Qi 一 Qi+j s Qi+n—1 一 Qi+j—1 


in 一 o 
; — (#0) 
得 
Qi — Qi+j Qitn-1 — Qi+j-i 
Si;i+j DPQ:Qip; =abr cosa cC x Sa + cot e) 
alii Qi + Qi 二 7 a Qi+n—1 + Qi+j-1 
— abr sin a 一 二 二 一 - x Lo - 
sin i itj sin i+n—1 i+j—1 
2 2 
- Qi + Qi+j s Oi--n—1 + Qi+j—1 
2 2 
— ab + 一 一 一 一 一 一 一 | (1118) 
. O; — OR  . Qitn—1 — Qi+j—1 
sin i ij sin i+n i+j 
2 2 
同 理 


Qi Qi+j 
tii Dpp,p,,; =abr cos a cot — ~= 


2 

. Qi +Qi+j Ai + Cj 

sin 一 一 a cos —— ———. : ES 
— abr sin a. ————2—— — — ab 11.1.9 
. Qi — Qi+j . Qi — Qi 十 7 ( ) 

sin 一 —— sin 一 

2 2 
OQi--n—1 — Qi 十 7 一 1 
lita-li+j-1DPppP, Pi 一 aorcosacot 一 ——3—- 


2 
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sin Qi+n—1 i Qi 十 7 一 1 pu Qi+n—1 E Qi+j—1 
— abr sin x —— I A ab ed AG (11.1.10) 
sin sin ————————3— 
2 2 
由 式 (11.1.8). =Ñ (11.1.9) 和 式 (11.1.10), 即 得 式 (11.1.6). 
类 似 地 , 在 式 (11.1.8) 的 证 明 中 注意 到 
abr sin a (os Qni UG cos efl Aer T" M eaa EIL Diog - Citi cos Sitni A -m) 


l prai Ci+n—1- 04 Gi, 1— Gi; O14 pL 0 53-03 015-1 
—5abrsina EE 


+ A. ain sin a (cos oos noto tu ti COS u 2) ; 
可 以 证 明 式 (11.1.7) R. 
11.1.4 抛物线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 


W wi; = 1/(t; — tj) tni = ti. 于 是 , tun +i; = wig. 我 们 有 以 下 定理 . 

定理 11.1.3 3€ Qi1Q2.…Qn(n > 4) 是 抛物 线 a? = 2py 的 外 切 n XE, 
QkQk+1 所 在 直线 与 抛物 线 的 切 点 为 P,(2ptk,2pt2)(k = 1,2,--- ,m), P 是 抛物 线 所 
在 平面 上 任意 一 点 , 则 


i T = s Zaa 2 
2WiitjWitn—liti-1DPQiQi4; E Wi i+j DPPiPi4; + Won D PP i Piae 


(11.1.11) 
2wi,i4j-1Ui-n-l1ikjDPQiQ; = VL DPP Pia Tus Lia DPPas Pag 
(11.1.12) 
` 5 . . "nola ; 

其 中 ， 当 为 奇数 时 ,= 1,2, eea mj = 2,5, 2 ; 24 n ZAMBIE, i = 1,2,---,mn, 
TL n TL 
pms«S lis ted Agde l.l dm 
J , $ 2 K ú , , , 9:4 2 


证 明 ”如 图 11.1.3 所 示 . 不 妨 设 抛物 线 所 在 平面 上 任意 一 点 的 坐标 为 P(rcosa, 
rsina). HARUR Q. iQ; 的 方程 为 


+ 2pt2 
2pti s 19 = 2p . — 
Bn 
YT 2titn—17 — —92pt2, 4-1 (11.1.13) 


同 理 可 得 切线 QiQi+i 的 方程 


y — 2t,z = —2pt2. (11.1.14) 
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3X (11.1.13) 和 式 (11.1.14) 联 立 求 得 QiQs --- Qu 顶点 的 坐标 


Qi(p(ti ini) 2ptitera-1)(ü L270n). 


图 11.1.3 抛物线 外 切 多 边 形 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 , 得 


2Dpq,Q., ; =pr|2t;ti a —1 cosa — (ti + ti+n-1) sina] 


+ 2p?[(t + titn_1)titititi1 — (aeg + ti+j-1)tititn-1 
t pr((ti.j + tii j-1) sino — 2ti+jti+j—1 cos o] 
—2pr cos a[ti(ticn i — ti j-1)  tiej-i (5i — tie)] 
一 prsin a[( — ti+j) + (ti+n-1 — titi-1)] 
s 2p" [titi +; (tira -1 — tp 
上 式 两 边 同 除 以 (t; — tis) (tioni — ti+j-1)(# 0), 得 
2wi i -jWi--n-1,4j-1DPQiQu; 
—2pr cos o(wi i+jti + Wi+n—1,i+j-1ti+j-1) 
— pr sin (20; i+; + Witn—1,i+i—1) 
— 2p?°(wii+jtiti+j + Dia Lipi ibepn 153-1). (11.1.15) 
X 
Dpp,P,,; =pr (t? cos o — t; sino) + 2p? (t2, ; — ti 4412) + pr(tir; sina — à cos a) 


—pr cos a(t; — i4.) (5 + ti+j) — prsino(t; — ti+j) — 2p? titi; (ti — ti+j), 


于 是 


11.1 二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 -825. 


2 š 2 
Wi ipj DPPiP;4; = priis j(ti + ti+j) coso — prwi;4; sina — 2p wi i+jtiti+j. 


(11.1.16) 
同 理 
UP in Lad LD Ppa Pits 
=PT Wi+n—1,i+j—1(ti+n-1 + ti+;—1)coso 
— PrWipn—1,i+j-1 Sino — 2P’ Wipn—1,itj-1titn-iti+j-1- (11.1.17) 


注意 到 2(wii+jti + Witn-iitj-ititj-1) = wig + titg) + Witn-iitj-1(titn-1 + 
tiyj-1) 由 式 (11.1.15). 3X (11.1.16) 和 (11.1.17), 即 得 式 (11.1.11). 
类 似 地 , ÆR (11.1.15) 的 证 明 中 注意 到 


2Dpq,Q.+; =2Pr cos aftiyn-1(ti — ti+;-1) + ti+j-1(ti+n-1 — ti+;)] 
— pr sino[(t; — ti+j—1) + (ti+n-1 — ti+;)] 
— 2p? [titi cj 1 (tien 1 — teri) tieniti (i — ti+j-1)] 
可 以 证 明 式 (11.1.12) 成 立 . 
11.1.5 ”二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 定 值 定理 的 应 用 
定理 11.1.4(Brianchon 定理 ) — 3X QiQo---Qe 是 二 次 曲线 外 切 六 边 形 ， 则 
Q1Q2… Qe 三 对 对 顶点 的 连 线 8Q184, QoQs 和 QQ 所 在 直线 相交 于 一 点 . 


证 明 — Ut Q Qi 5 QoQs 所 在 直线 的 交点 为 G, 在 式 (11.1.1) 中 令 n=6,j=3 
及 Decoo, = Dagos = 0, 并 分 别 取 ¿= 1,2,3 得 


v1,4DGP,P, + ve,3DGPsP, = 0, (11.1.18) 
v2,5DGP,P; 十 v1,4DapP, — 0, (11.1.19) 
ua,e.DGQsQs = U3.6.DG P. Ps + u2 5 DG p; Ps. (1 1.1.20) 


sÑ (11.1.18)— XX (11.1.19)+ 3X (11.1.20) 并 注意 到 DG p, Pa = —Dap,p,. U3,6 = v6,3 
及 us # 0 18 Degg = 0, Bl G 在 直线 QsQs E, 从 而 Qi Qi, QoQs 和 QsQs 所 
在 直线 相交 于 一 点 . 从 而 Brianchon 定理 对 椭圆 外 切 六 边 形成 立 . 

类 似 地 , 利用 式 (11.1.6)、 式 (11.1.11) 可 以 证 明 Brianchon 定理 对 双 曲 线 外 切 
六 边 形 和 抛物 线 外 切 六 边 形成 立 . 

综 上 可 以 看 出 , 二 次 曲线 外 切 n(n 2 4) 边 形 有 三 片 茂 密 的 定 值 定理 之 “ 林 ”, 而 
Brianchon 定理 只 是 这 三 片 林 交汇 处 的 一 棵 “ 树 ”. 利用 本 节 有 向 面积 的 定 值 定理 ， 
还 可 以 得 出 二 次 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 的 共 点 性 、 共 线性 定理 , 我 们 将 在 12.1 
节 用 圆锥 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定 理 统一 处 理 . 
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11.2 二 次 曲线 外 切 mm(m,n > 2) 边 形 中 
有 向 面积 的 定 值 定 理 


我 们 知道 , Brianchon 定理 不 仅 对 二 次 曲线 外 切 六 边 形成 立 , 当 二 次 曲线 外 切 
六 边 形 退 化 成 外 切 四 边 形 时 , 可 以 得 到 Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 四 边 形 的 情 
É. 于 是 , 我 们 毕竟 要 问 , Brianchon 定理 为 什么 对 二 次 曲线 外 切 八 边 形 、 十 边 型 等 
不 成 立 ? 我 们 发 现 , 在 有 向 面积 的 观点 下 , 这 两 种 看 似 对 立 的 情况 , 在 二 次 曲线 偶数 
外 切 多 边 中 可 以 得 到 统一 . 

本 节 主 要 探讨 各 类 二 次 曲线 外 切 mn 边 形 (m,n > 2) 中 对 角 线 三 角形 和 切 点 
线 三 角形 之 间 的 关系 , 分 别 得 出 椭圆 类 二 次 曲线 、 双 曲 类 二 次 曲线 和 抛物 类 二 次 曲 
线 外 切 mn 边 形 中 有 关 这 两 类 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 , 这 些 定理 可 以 看 成 是 
Brianchon 定理 在 各 类 二 次 曲线 外 切 mn 边 形 中 的 推广 , 从 而 进一步 揭示 Brianchon 
定理 的 背景 . 


11.2.1 ”椭圆 外 切 mn(m, n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 
记 


Qi 一 Qi 十 mm 一 1 Qitj 一 Qi+7-1 /Qi 一 Qi+J . Ot —1 — Qi+j-1 
Wi ¿aT = 2 cos cos — H3 7*3 Sif =e Pi gig. 5bmn-l 54-1 
PES 2 2 2 | 


Qi — G; L; 
S WE) i ij 
Uii +j = 1 /sin wawa Omn-Hi — Qi. 


于 是 
Umn+i,mn+j — Ui,jy Umn+i,mn+j = Vi,j: 

EH 11.2.1 设 Q1Q2…Qmn(m,n > 2) 是 椭圆 z?/a? +y? /b2 = 1 的 外 切 mn 
边 形 , OQ 所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 Pe (acoso, bsinoy)(k = 1,2,--- mn), P 
是 椭圆 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 

n4-io—1 E 
(—1) tlu; a; DpQQ;; =(=1) t edad LDPB S VP ii 
i—ig 
一 Vis--mn- Lig j-1D P Pj, s Pig ji (11.2.1) 
其 中 1 < ¿ç < mn, j22,8,.- ,mn — 1. 
证 阴 显然 Umn+i,j = Vi j, DPPmn4iPi45 = Dp»p;p,;- 由 式 (11.1.1) 可 得 


Uiiti DPQiQi4; = Viicj DPP; P; T Viomn-tiej-1DPP us a Puy 


(¿= 1,2, = == ,mn;j —2,3,--- 8553; 


112 二 次 曲线 外 切 mn(m,n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定 理 . 327 - 


n+io—1 
> iiot la 2. 
(—1) Ui i+j DPQiQu; 
2 一 10 
n-cig—1 
L i—io+1 
= $, (1t oii DPR Pas 
i=io 
ntio—1 
y: 一 io 十 1 
"t: (—1)" i Ui--mn-1,4j-1D PP, us Puja 
1 一 10 
n-rio—1 
inisiá 
= 六 
i=io 
n+io—2 
i—io+2 
+ > (—1)'toTZ9;Lmna+i DPP; Pit; 
i=io—1 
一 一 n » . n 
=(—1) Unio —1,n--io-j-1D PP, Lis -1iPa+io+i-1 
n+io—2 
UNE 
T 5 (1y eL Vi i+j DPP; P; 
i—io 
-— Uig--mn—1,ioj-1D P Pj n Pig ji 
n-Fio—2 
5 i—io-c2,,. "e 
+ (—1) Vi-- mni j DPP, n Pit; 
i—io 
— n >: . . 
=(—1) Unio —1,n--io4-j—1D P P4 i i Po igsj-i 
P Uio--mn—1,io4-j-1D PP; imn i Pii ° 
即 式 (11.2.1) 成 立 


定理 11.2.2 W 81Q2…Q2n(n 2 2) 是 椭圆 z2/a2 + y? /0? = 1 的 外 切 2n 边 
É, QkQk+1 所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 Pi(acosaxk,bsinaxk)(k = 1,2,… ,2n),P 是 
椭圆 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 

(1) 24 n 为 奇数 时 ， 


n 
Y (71Y'uiusDpoQ,. = 0, (11.2.2) 
i=1 
(2) 4 n 为 偶数 时 ， 
n+io— 1 
>` (-1)*lu, DP, x 205. Li —1,2n-cig-1D PP, 1554 ig-13 (11.2.3) 
i—io 


HP 1< io < 2n, j22,3,.--,2n- 1. 
证 明 ÆR (11.2.1) PS m = 2, j = n, 并 注意 到 
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Dpp ss - ]Pug4g-3 77 — Dp», 1P2n+io-1 A 1,4491 = Vn 十 io 一 1,2m 十 io 一 1， 


即 得 式 (11.2.2) 和 式 (11.2.3) 两 式 . 
11.2.2 MARINI mn(m,n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 
记 


Qi+mn—1 T G6 Qitj—1+ Qitj . Od — Qi+j . Qitmn-l— Qi+j—1 
8544472008 ZELI T egg 7455 7 tt gig—— HE. Deme s E]. 


2 2 2 


M : 204 — Qi+j u 
li ij = COS Qj COS O4 j /sin =z `“ Qmn+i — Qi. 


于 是 
Smntimnti = Sij) tmntimnti = ti,: 
定理 11.2.3 设 Q182…Qmn(m,n 2 2) 是 双 曲 线 z2/a2—42/b2 = 1 的 外 切 多 
边 形 ， QxQxi 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 Pplasecag, btanoy)(k = 1,2,--- ,mn), 
P 是 双 曲 线 所 在 平面 上 任意 一 点 , W 
n+io—1 


> J i—2%0 十 1 == n . T 
(—1) 9 Si i5 DPQiQu; —(—1) tn+io—1;n+io+j-1DPPapig-1Pa+io+j-1 
i=io 


— tiotmn—1,io+j—1DPPig4mn-1Piọ4z-1) (112.4) 
HH 1 < iç mn, j22,3-,mn- 1. 
WEBB ”由 式 (11.1.2) 得 


Sii 5 DPQ: Quy “hiig DPR: Pis Y ttmn ltt-tDPPiy ua aPuu ga 
(¿= 1,2,--- ,mn;j —2,3,---,m), 
仿 定理 11.2.1 证 明 即 得 式 (11.2.4). 
定理 11.2.4 V 818Q2…Q2n(n 2 2) 是 双 曲 线 z2/a2 — y? /? = 1 外 切 2n 边 
É, Qi Qk+1 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 及 (asecak,btanak)( = 1,2,---,2n), P 
是 双 曲 线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
(1) 当 为 奇数 时 ， 


Y (lsi DPR: Qin = 0, (11.2.5) 
š=1 
(2) 当 n 为 偶数 时 ， 
n-Fio—1 T 
(1) tls;  DPQQ,. EE 25. pig -1,2nio -1DP P, dis liPonHio 1 (11.2.6) 
FEP 1 <io < 2n, j 22,3 --- ,2m — 1. 
证 明 ”利用 式 (11.2.4), 仿 定理 11.2.2 证 明 即 得 式 (11.2.5) 和 式 (11.2.6). 
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11.2.3 ”抛物 线 外 切 mn (m, n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 


dd wij = l/(ti tj) tmn+i = ti- FÆ, wrmntimn+ti = wij 我 们 有 以 下 的 定理 . 

定理 11.2.5 W Q1Q2…Qmn(m,n 2 2) 是 抛物 线 z? = 2py 的 外 切 2n 边 形 ， 
QkQ 所 在 直线 与 抛物 线 的 切 点 为 P, (2pti, 2pt2)(k = 1,2,… ,mn),P 是 抛物 线 
所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


n+io—1 


i Cass 
2 (—1) 9 wi ij Wiemn-Li-j-1DPQIQu; 
i—io 


Z Nana 
=(—1) Ux bio 154-44 DPR a0 A Pntio+i—1 


2 
= US mni 3 PE cna a Poa , (11.2.7) 


其 中 1 < < Mn, j = 2,3,- ,mn —1 
证 明 ”由 式 (11.1.11) 得 


2 D I 
t; i+jWi+mn-1,i+j—1 V PQiQi,; 


2 2 P = « T 
=W} iij DPP; Piz Trop D PPer Pi (i = 1, 29 ‚Mn; = 2,3, ds f), 


仿 定理 11.2.1 证 明 即 得 式 (11.2.7). 

定理 11.2.6 W Q1Q2…Q2zn(n > 2) 是 抛物 线 z2 = 2py 的 外 切 2n 边 形 ， 
QkQk+i 所 在 直线 与 抛物 线 的 切 点 为 P.(2pt..2pt2)(k = 1,2,- ,2n),P 是 抛物 线 
所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 

(1) 当 为 奇数 时 ， 


n 
>` (71)'wi, i Wi:2n-144n-1DPQiQi, = 0; (11.2.8) 


i—1l 


(2) 24 n 为 偶数 时 ， 


n-rio—1 n 
i-i š 
(1) 79 1 (—1)'wi,i 4n Wi-2n-1,44n-1D PQQ., 
i=l 


i—io 


EA. 
—ÀU isi 2n+i0—1 D PP Pon ig-1* (1 1 .2.9) 


其 中 1<io<2n, j=2,3,.…,2n 一 1. 

WEBB ”利用 式 (11.2.7), 仿 定理 11.2.2 证 明 即 得 式 (11.2.8) 和 (11.2.9). 

根据 定理 11.2.2. 定理 11.2.4 和 定理 11.2.6, 我 们 知道 各 类 二 次 曲线 外 切 2n 边 
中 的 定 值 定理 对 ”是 奇 、 偶 有 别 的 . 34 n = 3 时 , 很 容易 推出 Brianchon 定理 : 而 当 
n = 2 时 , 很 容易 推出 Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 四 边 形 中 的 情形 . 因此 , 从 这 
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个 意义 上 来 说 , Brianchon 定理 和 Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 四 边 形 中 的 情形 
还 是 有 所 不 同 的 . 而 由 定理 11.2.1、 定 理 11.2.3 和 定理 11.2.5 可 以 看 出 , 各 类 二 次 
曲线 外 切 mm 边 中 的 定 值 定理 对 任意 n 都 是 统一 的 ， 因此 , 这 样 看 来 Brianchon 定 
理 和 Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 四 边 形 中 的 情形 是 完全 一 致 的 . 


11.3 二 次 曲线 外 切 2n + 1(n > 1) 边 形 中 
有 向 面积 的 定 值 定 理 


在 11.2 节 中 , 我 们 通过 构造 各 类 二 次 曲线 外 切 mn(m, n > 2) 中 有 向 面积 的 定 
值 模型 , 使 Brianchon 定理 及 其 在 二 次 曲线 外 切 四 边 形 中 的 情形 得 到 推广 和 统一 . 
但 当 二 次 曲线 外 切 六 边 形 退化 为 二 次 曲线 外 切 三 边 形 和 外 切 五 边 形 时 , 也 可 以 得 到 
Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 三 边 形 和 外 切 五 边 形 中 的 情形 . 

本 节 主 要 探讨 各 类 二 次 曲线 外 切 五 边 形 和 一 般 的 2n 4- 1(n > 1) 边 形 中 对 角 线 
三 角形 和 切 顶 线 三 角形 之 闻 的 关系 , 分 别 得 到 椭圆 类 二 次 曲线 、 双 曲 类 二 次 曲线 和 
抛物 类 二 次 曲线 外 切 五 边 形 和 一 般 的 2n + 1(n > 1) 边 形 有 关 这 两 类 三 角形 有 向 面 
积 的 定 值 定理 , 这 些 定理 使 Brianchon 定理 在 各 类 二 次 曲线 外 切 2n + 1(n > 1) 边 
形 中 得 到 推广 , 从 另 一 个 角度 进一步 揭示 了 Brianchon 定理 的 背景 . 


11.3.1 切 顶 线 三 角形 的 概念 


定义 11.3.1 X Q1Q2.…Qn(n 2 4) 是 二 次 曲线 外 切 n XE, QiQiu 所 
在 直线 与 二 次 曲线 的 切 点 为 P, MEA 8182… Qn 的 一 个 顶点 Q, 与 一 个 切 点 
Pinili, l = 1,2,--- ,n) 之 间 的 连 线 QiPin(i,l = 1,2,--- n; Pari = P,Qnti = Qi) 
23138 JÉ 2 QQ- Qn 的 切 顶 线 三 角形 . 

特别 , 34 m = 3 时 , 二 次 曲线 外 切 三 边 形 的 切 顶 线 就 是 所 谓 的 塞 瓦 线 , 切 顶 线 
三 角形 就 是 所 谓 的 塞 瓦 线 三 角形 . 

为 方便 起 见 , 我 们 把 包含 一 条 切线 的 任 一 线段 看 成 是 切 顶 点 线 三 角形 的 特殊 
情形 . 


11.3.2 ”椭圆 外 切 2n + 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 

EH 11.3.1 8 QiQ» Qoi 是 椭圆 z2 /a2+42 /b2 = 1 的 外 切 2n+1(n 2 1) 
边 形 , QiQi+i 所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 P;(acoso;, bsino;)(i = 1,2,--- ,2m + 1), P 
是 椭圆 所 在 平面 上 任意 一 点 ， 则 


2n+1 
> DPiicndiDPBPEQu.a = 0, (11.3.1) 


i=1 
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其 中 


Qj — Cin Qi 一 Qi 十 m 十 1 
Pestnti == got — — —— cot.— —7 ——— 4-1 
2 2 
uS mn Qin diis Qi lm uis Qi 一 Ten , 


Qi 十 2m 十 1 Fi, 


其 余 类 同 . 
证 明 (如 图 11.3.1) 设 椭圆 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 可 以 表示 成 P(ar cos o, 
brsino)(r > 0). 由 切线 Q, o, Q; 的 方程 


b COS Qip2n © Z + asina; ən ` Y = ab 


Q, +3 


Q 
图 11.3.1. 椭圆 外 切 2n + 1 边 形 中 的 切 顶 线 三 角形 
和 QiQi 的 方程 
beosai; :T+asinai:y=ab 


求 得 Q1Q» icu Qon+1 顶点 的 坐标 


Qi 十 Qi 十 2 Oi Os 
cas um bal Hn 
i i—1,2,---,2n- 1). 
Qi Qi — Qip2n ` Qi 一 Qi 十 2m ( $ ) 
cos ——————— cos— — 
2 2 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


Oj--n4-1 一 Qitn 
2 cos — — — DP»PP;Qiusii 


Gái-n-4-1 一 Qitn 
2 


20 Qin T Qitn s O--n4-1 F Qin 
+ ab c i 0 -RL l iri 


=abr (cos asin a; 一 sin o cos a) cos 


2 2 
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Qi+n+1 十 Qin .. š 
+ abr c — M sin o — sin 


f iios ena 
—abr 区 — a) cos 一 Ht? trr 


2 
4 absin itt + Qitn — 20 
2 
lg (40290099048 20. 
2 2 
+ l abr hr 204 十 Qi+m — Qitntl 20 — 
2 2 
q apa | Sena C Cete — ta Eaire- 2 
2 
—abr c Litn ia c ara a gin 24 — Pie — 


. G; 1 — GQ Qi — G; 
+ ab Cr c E + cos 


2 2 


不 妨 设 0< ai < oi; < 22, 则 0 < 一 


于 是 
Piitnti DPP Qitay 
二 一 ja c 2 
十 i br cos = —- = A 
=a 
2 sin e Nai zin 
因为 


二 次 曲线 外 切 n(n > 


4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 及 其 应 用 


E Lc ME Ei 5 tn cos a) 


Qitnt+i + Qin — 2€ 


zd 
p) 


Qi 二 m 十 1 + Qitn 一 2a 


2 


n itne T On 一 =) 


Qi + Gia —20 . Oi — Gi+n-+1 
ee 


Qi+n+1 — Qi siñ Qi+n — Qi 
2 2 a 


«x, sin Ži — Ł#0(j=n,n+1). 


Qi 一 Qi 十 n 十 1 Jadot Qi =en) 


z Qi + Qin — 20 
2 . — (1133) 


m 
Ql — CEç 1 Qi 1 
2 i 2 
1—1 i=n+1 
" "Nm c MS 
Ë cot i itn Ls >` cot i itn 
2 2 
i=1 i=l 
n a n—1 o a a 
1 l— 1 2 1 — 1 
= 1 cot E Dent y > cot Sere UM | ak ER 
: 2 2 2 
i—l 
s C e 
s n+l — C2n4l 
+ 5 cot ita 十 3 cop etl TT eot 5 
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类 似 地 
2244. 全 T OGirn4gi — 20 cos 2 + Qitn 一 2a: 
2 n" 2 -0 
i gin E ina di c — DER 
i 2 2 
所 以 


2n41 
bD Pii+n+1 Dpp,Q i ii = 0. 
Em 
推论 11.3.1 X QiQoQs 是 椭圆 z2/a2 + y?/ = 1 的 外 切 三 角形 , QiQi+l 
所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 P;(acoso;,bsino;)(i = 1,2,3), P 是 椭圆 所 在 平面 上 任意 
一 点 , 则 


3 
5 sin(oj,o sh Qi) DPP;Qi42 =0. (11.3.3) 


i=1 
证 明 ÆR (11.3.1) PS n=1 并 化 简 即 得 式 (11.3.3). 
注 11.3.1 尽管 式 (11.3.3) 能 从 式 (11.3.1) 推出 , 但 式 (11.3.3) 并 不 能 直接 推 
广 到 任意 的 椭圆 外 切 2n + 1 边 形 中 去 . 
推论 11.3.2 W QIQ- Qoi 是 椭圆 2/0? +4/2/52 = 1 的 外 切 22 + 1 边 形 ， 
QiQi+i 所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 P;(acoso;, bsino;) H. oj,1—0o; = 2x/(2n + 1)(i = 
1,2,… ,2n + 1), P 是 椭圆 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
2n41 
DppQas = 0. (11.3.4) 
¿=1 
证 明 $ ainai = 2nx/(2n + 1) & aigna — ai = 2(n + 1)x/(2n + 1) 代入 
XX (11.3.1) 并 化 简 , 即 得 式 (11.3.4). 
推论 11.3.3 2 QiQ»Qs 是 椭圆 z2/a2 + 2/b2 = 1 的 外 切 三 角形 , QiQi+a 
所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 P;(acoso; bsino;) B. @iı — o; = 2xz/3(i = 1,2,3), P 
是 椭圆 所 在 平面 上 任意 一 点 , WE QQQ 的 三 个 切 顶 线 三 角形 PPQ, PPQ, 
PP3Q» 中 , 其 中 一 个 的 面积 等 于 另外 两 个 面积 的 和 . 
特别 , 当 P 在 某 切 顶 线 上 时 , 则 另外 两 个 切 顶 线 三 角形 的 面积 相等 . 
证 明 将 n=1 代 入 式 (11.3.4) 得 


DppiQs + DpPQ1 + DPp,Q, = 0, 


因此 推论 11.3.3 结论 成 立 . 
特别 地 , 若 已 在 某 切 顶 线 (例如 在 切 顶 线 P83 上 ) 时 ,有 Dpr +Dpp,q, = 0, 
于 是 Spp,Q, = SPPQ- 
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定理 11.3.2 W QiQ» --- Qs 是 椭圆 z2/a2 +4/2/b2 = 1 的 外 切 五 边 形 , QiQi41 
所 在 直线 与 椭圆 的 切 点 为 P;(acoso;, bsino;)(i — 1,2,--- ,5), P 是 椭圆 所 在 平面 上 
任意 一 点 , 则 


2piisa3DPp,Qis = Uis42DPQiQua T u+1i+4DpQa a Qa a (i = 1,2,.°° ,5), (11.3.5) 


其 中 wa; = 0 td nt ， 
2 2 2 9 
Qit5 = Qi, Qits = Qi. 
证 明 EA (11.3.2), 并 令 n = 2 可 得 


Qi Q 
2pii+3DPP;Qi43 = —ab c p 十 cot — 


2 
m Qi + Sias — 2a n Qi + ded — 2a 
+ abr . OQ — Qi 二 3 T 20$ — Oia , (11.3.6) 
sin CON. sin m wasi 


XER (11.1.3) F m = 5, j 2218 


Qi — Qi Qi+4 — Qi 
Uii42DPQiQi s = — ab (cot cot mun) 


Qi + 042 — 2a Qi+4 十 ai+1l — 2a 
prt — COS E 


COS 2 2 
+ abr . Qi 一 Qi 十 2 + 。 G;+4 — Gi+1 ` (11.3.7) 
sin sin DECRE E 


同 理 在 式 (11.1.3) 9 n=5, j=3, 并 用 i+1 代 i 得 


Qi 二 1 一 Qi 十 4 Qi 一 Qi 十 3 
Wiat DPQi Qi — —ab (o —g ve US 
Qi41--0i4—2a Qi 十 Qi+3 一 2a 

cos i+ i+ cos £ 4 十 3 


ca 
Fabr . G;+1 — Qi+4 F . Qi—Qi+3 ; (11.3.8) 
Mp dp 


由 式 (11.3.6). IÑ (11.3.7) 和 式 (11.3.8) 即 知 式 (11.3.5) 成 立 . 
11.3.3 MARINI 2n + 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 

定理 11.3.3” 设 QiQaz…:Qan+il 是 双 曲 线 2/0? y? /? = 1 的 外 切 2n+1(n > 
1) JÉ, QiQi.i 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 Pi (aseco;, btano;)(i = 1,2,---,2n + 
1), P 是 双 曲 线 所 在 平面 上 任意 一 点 , W 


2n41 
5 Qiitn+1 DPP:Qi4n41 = 0, (11.3.9) 


i=l 
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其 中 qi i+n+1 = COS Qi COS 


= aiQita2n+l = Qi, 其 余 类 同 . 
证 明 “不妨 设 双 曲 线 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 为 P(arcoso,brsino). 由 切线 
Qi+2nQi 的 方程 


Qitn 十 Qitntl Qi Qitn :Qi — Qitntl 
itn i4n4- c i m n sin i = n+ i 


bz — asin Qi+2n : y = ab COS Qi+2n 


和 QiQi+i 的 方程 


bx 一 QSinai : y = ab cos Qi, 


求 得 QIQ- Qon 顶点 的 坐标 


s s bsin Stm T G 
Q: | 一 
ume a s usn 


根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


Qitn + Qi 二 mn 十 1 


2 cos Qi cos 2 Dp»bpiQi.sa 


: ` Qitn 十 Qi+n+1 
=abr (cos a sin ai 一 sin o) cos — — 
Qi + Qi 1 a Qi — G; 1 
ic-n i+n+1 _ sin ai cos itn in ) 
2 2 
Qi — Qi 1. . Qi + G; 1 
+ abr c — EE sin o — sin ——— cos o | cos w; 


+ ab(sin 


—abr cos o (s Qi COS 一 COS Qi sin 


2 2 


. Qi--n — Qi n41 Qi + Qi 1 
+ abr sin a (cosa: E EE ss 


. Gi+n T Qi 二 mn 十 1 Qitn 一 Qi+n+l .. 
+ ab (m A— m cos —— iai sino; 


Qitn + Qi+n+1 Qitn + Qi+n+1 ) 


2 2 


204 一 Qi+n 一 Qi+n+1 


2 


20; + Qitntl — Qitn _ 9 cog it^ 4 eet) 


204 + Qitn 一 Qi+n+1 
2 


: 1 I 
=abr cos a sin + s abr sin a | cos 


+ cos 
2 2 
1 2 Qin T itil a 204 Oitn — Oipn4A 
+ ab | 2sin itn i+n+ -— i i+n itn 
m 2 2 
ait 204 + Oi-n41 — Otn 
2 
. Qj = ĝi Qi = Oiinal Qi — Ojpn . Qi— Qi 
abr cosa (sin SP oon i Sent * cos ——,7 17 sin metet) 
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arret 
—üabratuo sin SED. 7€ — HEEL Lung cd ee ance UE 
Qi toi . Qi 1— Qi Qi + Qi 1 . Qin — Qi 
十 ab (cos — sin —— Rm + cos 2 ^ - sin E 1 ; 


由 于 Qi, Qi 二 my Qi+n+1 均 在 一 、 四 或 二 ` 三 象限 且 互 不 相等 ， 故 上 式 两 边 同 除 以 


Qi — Ojipn . Qi 一 Qi 二 mn 十 1 


3 sin m xS 0), 


2 sin 
得 

qi i+n+1 DPP:Qi4n41 
T Qi ue sin Qi + ve 
= 一 二 Qb7 sino | ————£——— + 一 一 一 一 一 一 
2 Qi Qitn zin Qi 一 Qi 十 mn 十 1 

2 2 
Qi + Qin Qi + Qitnt+l 
1 COS 39 — gs 
— -zab | ————£—— 十 -一 一 一 和 一 一 
2 . Qi Qitn . Qi — Qi n41 
sin sin 5: 


1 i — G; i — G; 
T s abr cos a c un + cot — ) , (11.3.10) 


sin 


由 于 


2n41 


5 e rd Lm d od HEEL L. ) 


i=1 


= -> cop E itn -ptn Æ > agi t A ZH 


2n4-1 2n+1 


+ 5 cot cA ER T uq >` cot EH 


i=n+1 i=n+1 


= -> di c | > cot br — t 


Y Qi 1 — Qi On41 一 O2n41 
+ mx ie E y poi rL enkt 
i=1 2 2 


Qi 1 — Oi41 O2n--1 一 Qn+1 
+ cot teri -AL i 0 
T 2 2 

$3 


. Qi + Qitn ._ Qi + Qi+n+l 
2n-1 | sin ————— sin ——— —— 


2 
> + 2 = 0, 
。 Qi Qitn : Qi 一 Qi 十 nm 十 1 
i=1 | sin MÀ sin > S 
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Qi Qitn "- Qi + Qitntl 


2n4-1 COS 

XU ELE bii caue 
: Qi — Qitn : Qi — Qi+n+1 

i=l an Masu usss sin — 9 


从 而 式 (11.3.9) 成 立 . 

推论 11.3.4 3 8Q18283 是 双 曲 线 z2/a? — 42/62 = 1 的 外 切 三 角形 边 形 ， 
QiQi+l 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 PB(asec ai,btanai)(i = 12,3), 己 是 双 曲 线 所 
在 平面 上 任意 一 点 , 则 


X cosa;(sin aiii — sin Qi+2)DPP;Qi}2 = 0. (11.3.11) 
i—l 
证 明 ÆR (11.3.9) FS n = 1 并 化 简 , BER (11.3.11). 
定理 11.3.4 Z QiQs---Qs 是 双 曲 线 z2/a2 — y?/ = 1 的 外 切 五 边 形 ， 
QiQi+l 所 在 直线 与 双 曲 线 的 切 点 为 P;(aseco; btano;)(i = 1,2,--- ,5),P 是 双 曲 
线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


20, i43DPPiQus = Siíiy2DPQiQQua tSiria DPQ 1,2,::-,5), (11.3.12) 


其 中 Siit = gop A AR gop Imi TI sin ——— +3 gin t4 itj- 
RI 2 2 2 2 ; 


O5 = Qi, Qi+5 = Qi. 


证 明 ”由 式 (11.3.10), £4 n = 2 可 得 


2qi i+3DPP;Qi43 
Qi + Qi+2 . Qi + Qi43 
1 ?十 sin i ic 


sin 
= — abrsina Tea ES Mr = 
. G; 一 Qi 十 2 . Qi 一 Qi 二 3 
sin ——s sin — a, ,>— 
2 2 
Qi + Qi 十 2 Qi 十 Qi+3 
cos ——ə— cos —— 
— ab + CURIE. NEA 
. Qi 一 Qi 十 2 . Qi — Gg+3 
sin ———— —— sin ———  ə>—"n 
2 2 


+ abr cos o cot T BEES J Q EE . 
2 2 
LER (1.1.8) PẸ n = 5,j = 2 #B 


Sii+2 D PQiQi42 

. OU08-l Og .o Oira + G; 

rh ed tr sin Sara T CE 

A 
. Qi 一 Qi+2 . Qi+4 一 Qi+l 

sin — xm sin — 25 7. 


= — abr sin o 
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Qi 十 Qi 二 2 Qit4 十 Oil 
cos ——— — | cos -一 一 
— ab 2 + 2 
: Qi 一 O2 . Qit4 — Qitl 
i i+ sin ?十 4 十 


2 2 


ai= 0 
+ abr cos o c ERE + cot 


, 


Qi 二 4 一 ae) 


同 理 在 式 (11.1.8 中 令 n = 5, j=3, 并 用 i+1 代 i 得 


Si+1,i+4DPQi41 Qi+4 


.0i + G; ， 0441 + Qi+4 
s m —— s 
= — abr sin o 一 十 一 一 一 一 一 一 


. Qi — Qi+3 : Ql 一 Qi 十 4 
SIL ae BID. ——n 
2 2 


od Qi + Q3 an Q1 + Qi 十 4 
— ab =. =... + 


. Qi 一 Qi 十 3 。 Qi 计 1 一 G;+4 
gi = — Ph. Q tra PE 
2 2 


Qj — G; Qiii — G; 
+ abr cos o c oem + cot eerte) í 


从 而 式 (11.3.12) 成 立 . 
11.3.4 ”抛物 线 外 切 2n 十 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定 理 

定理 11.3.5 W Q1Q2…Q2n+1 是 抛物 线 z2 = 2py 的 外 切 2n + 1(n > 1) 边 
É, QiQi+l 所 在 直线 与 抛物 线 的 切 点 为 Pi (2pti, 2pt2)(k = 1,2,… ,2n +1), P 是 抛 
物 线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


2n4-1 
Y Wiitnt Wi itnDPP:Qiuny = 0, (11.3.13) 


i—l 


其 中 wis = 1/(ti ^ tiani) tina = ti- 
WEBB ”不妨 设 抛物 线 所 在 平面 上 任意 一 点 的 坐标 为 P(r cos arsin a). 由 题 设 
切线 Q; oa Q; 的 方程 为 


y + 2pt2 
2pti+2nT = 2p- a 


即 
y — 2titonT = —2pt? on, (11.3.14) 


同 理 可 得 切线 QiQi+l 的 方程 
y — 2tiz = —2pt2. (11.3.15) 


sÑ (11.3.14) 和 式 (11.3.15) 联 立 , 求 得 QiQa Qon 1 顶点 的 坐标 
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Qi(p(ti + ti+2n), 2ptitizon)(i = 1,2,--- , 2n + 1). 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 
2D»PpQ. uua =2pr (t? cosa — t; sina) + 2p? [2titiynti+n+1 一 (tion + ti+n+1)] 
+ pr|(ti+n + ti 541) sina — 2ti+nti+n+1 cosa] 
=2pr cos a[t;(t; — ti+n) + ti+n (ti — ti+n+1)] 
— pr sino (t; — tirnt1) + (ti — ti+n )] 
— 2p? [titi n (ti — titnti) + tititnti(ti — ti+n)l- 


上 式 两 边 同 除 以 (t; — tiis )(t; 一 tn+1)( 关 0), 得 


2wiitnt1Wiitn DPP;Quu aa 
—2pr cos (Wiitntitn + Wiitnt+1ti) — pr Sin Qa(wWiitn + Wiitnt+1) 
— 2p? (wiitntititn + Wiitntititirnt1). (11.3.16) 
因为 


2n4-1 
pD (Wi itntitn F Wn it) 
i=l 
n 2n+1 
= >` (Wiipntipn + Wiitntiti) + >` (Wiitntitn + Wiitnt1ti) 
i-l i=n+1 
TL n 


nm 
= > Wiitntitn + > Wiitn+1ti + 5 Wi--n41,iti 十 Unt1,2nt+1t2nt1 


1 一 1 £= i=l 


n 
T > Witnititn + U2n4A,n4102n41 
$-1 


—0, 


同 理 
2n+1 2n41 


>` (uN +L F Wistar) = 0; > (wii ntitirn Hwi ipnyitititnti) = 0. 


i=l il 
所 以 2n+1 
X Ui i--n41Uii4-nDPP;Qiuauía = 0. 
i=1 
推论 11.3.5 W Q182Q3 是 抛物 线 z? = 2py 的 外 切 三 角形 ，Q;Qi41 所 在 
直线 与 抛物 线 的 切 点 为 P,(2ptk,2pt2)(k = 1,2,3), P 是 抛物 线 所 在 平面 上 任意 一 
点 , 则 
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3 
Y (tit2 — ti+1)DPP;Qiua = 0. (11.3.17) 


i-—1 
证 明 ÆR (11.3.13) PS n = 1 并 化 简 , 即 得 式 (11.3117). 
定理 11.3.6” 设 81Q2.…Qs 是 抛物 线 z2 = 2py 的 外 切 五 边 形 , QiQiua 所 在 
直线 与 抛物 线 的 切 点 为 P,.(2pt.,2pt2)(k = 1,2,.… ,5), P 是 抛物 线 所 在 平面 上 任意 
一 点 , 则 


Wiit3Wii+2DPP;Qits =W; i+2Wi+4,i+1 DPQ:Qi42 
+ Witi, it4Wiit3 DPQ Qa, 6 — 1,2,- ,5), (113.18) 
其 中 Wi,j — 1/(t; = LU), tsi == ti: 


WEBB 《不妨 设 抛物 线 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 可 以 表示 成 P(rcos a,rsin a). 
ER (11.3.11) PS n = 2 可 得 


220; i+2 10; i+3DPP;Qi43 =2pr cos aļ(Wi i+2ti+2 + Wi i+3ti) — pr sin o (wi i42 Æ Wi i+3) 


— 2p? (wi i+2titi+2 + Wii+stiti+3), (11.3.19) 
又 在 式 (11.3.15) FS n = 5,j = 2 可 得 


2Wi i+2Wi+4,i+1 DPQ:Qip2 =2pr COS o(wisa qiti + Wiit2ti) 
— pr sin a(wi,i42 + Wi+4,i+1) 


— 2p? (wi iztiti+2 + Wi+4, i+iti+1ti+4). (11.3.20) 
又 在 式 (11.3.15) 中 令 n= 5,j = 3 并 用 1i+1 代 ;分 别 可 得 


220+14+410ii+3DpQ. iQ, 72pr coso(wigiidatigi + Wiit3tit3) 
— pr sin a(Wi+1,i+4 + Wi,i+3) 


— 2p? (wii, ip4ti+iti+4 + wiit3titit3), (11.3.21) 


由 式 (11.3.19)—(11.3.21), 即 知 式 (11.3.18) 成 立 . 

根据 定理 11.3.1、 定 理 11.3.3 和 定理 11.3.5, 很 容易 推出 Brianchon 定理 在 二 
次 曲线 外 切 三 边 形 中 的 情形 , 而 根据 定理 11.3.2、 定 理 11.3.4 和 定理 11.3.6, 很 容易 
推出 Brianchon 定理 在 二 次 曲线 外 切 五 边 形 中 的 情形 . 其 具体 证 明 , 我 们 将 在 12.3 
节 中 用 圆锥 曲线 外 切 2n + 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 统一 处 理 . 
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定 值 定理 及 应 用 
12.1 圆锥 曲线 外 切 n(n 2 4) 边 形 中 有 向 面积 的 
定 值 定 理 及 应 用 


在 11.1 节 中 , 我 们 得 出 了 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 
定 值 定理 , 但 由 于 各 类 二 次 曲线 在 圆锥 曲线 下 可 以 得 到 统一 , 因此 我 们 毕竟 要 问 , 这 
些 定 值 定理 是 否 也 可 以 在 圆锥 曲线 下 统一 起 来 ?本 节 主 要 利用 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方 
程 和 有 向 面积 定 值 法 , 探讨 圆锥 曲线 外 切 多 边 形 的 对 角 线 三 角形 和 切 点 线 三 角形 有 
向 面积 之 间 的 关系 , 得 出 相应 的 定 值 定理 , 从 而 使 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 n(n > 4) 
边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 得 到 统一 . 

首先 介绍 圆锥 曲线 有 关 的 知识 ; 其 次 得 出 圆锥 曲线 外 切 n(n > 4) 边 形 中 有 关 
这 两 类 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 , 最 后 根据 定 值 定理 得 出 圆锥 曲线 外 切 多 边 形 中 
的 共 点 线 定理 、 共 线 点 定理 、 等 积 定 理 等 结论 , 其 中 仅 定 理 12.3.2 就 包括 圆锥 曲线 
外 切 n(n > 4) 边 形 中 多 达 n(n — 3) 个 三 线 共 点 的 点 . 这 些 定 值 定理 也 可 以 看 成 是 
Brianchon 定理 和 Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 四 角形 中 的 情形 在 有 向 面积 下 的 
推广 , 可 见 定 值 定理 的 涵盖 面 十 分 广泛 . 


12.1.1 ”圆锥 曲线 的 基本 知识 


圆锥 曲线 是 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 统称 , 因为 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 都 可 以 
作为 圆锥 面 与 平面 相 截 所 得 出 的 曲线 . 

用 不 通过 锥 面 顶点 的 平面 去 截 圆锥 面 , 研究 它们 的 交 线 . 可 以 证 明 , 车 平面 仅 
和 锥 面 的 一 腔 相交 , 而 不 和 母线 平行 , 则 截 线 为 椭圆 , 如 图 12.1.1 所 示 ; 若 平面 仅 和 
锥 面 的 一 腔 相交 且 平 行 于 圆锥 的 底面 , 则 截 线 为 圆 ; 若 平面 仅 和 锥 面 的 一 腔 相交 且 
平行 于 锥 面 的 一 条 母线 , 则 截 线 为 抛物 线 ; 若 平面 和 锥 面 的 两 腔 都 相交 , 则 截 线 为 
双 曲 线 , 如 图 12.1.2 所 示 . 

圆锥 曲线 也 可 以 看 成 是 到 一 个 定点 F 与 一 条 定 直 线 ! 的 距离 之 比 为 常数 e 的 
动 点 的 轨迹 (图 12.1.3), 其 中 F 称 为 焦点 , 1 RAR, e 称 为 离心 率 . 

24 0 < e < 1 时 为 椭圆 ; e = 1 时 为 抛物 线 ; e > 1 时 为 双 曲 线 ; 当 e = 0, 即 准 线 
l 为 无 穷 远 直线 时 为 圆 . 
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图 12.1.1 平面 与 一 腔 圆 锥 相 截 出 的 椭圆 


图 12.1.2 平面 与 两 腔 圆锥 相 截 出 的 双 曲 线 


图 12.1.3 ”作为 点 的 轨迹 的 圆锥 曲线 
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如 图 12.1.4 所 示 , REA F 为 极点 O, P: F HEAT 1 的 直线 为 极 轴 , 从 1 到 
F 的 方向 为 极 轴 的 正 向 , F 到 垂直 于 极 轴 的 直线 与 1 的 交点 之 间 的 距离 为 d, 那么 
圆锥 曲线 的 极 坐标 方程 为 


(12.1.1) 


图 12.1.4 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 


12.1.2 ”圆锥 曲线 外 切 n (n > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 
记 


2 (os anl 一 0 add: Pint 2) (os 8iej-i-08igg _ "S — 


" J ec 
i ¿+j 一 i —D s... 0... — 0 ; 
sin 14-j—1 ; % 二 nn 一 1 sin E i 
i n— — Oi $ = i i 二 7 一 1 —Ui-4-3 id-j— i+ 
2 | cos #1" ¿cos Gitn lt 人 cos itj-1— Ot e cos 9j T+; 
b 2 2 2 
ii+j = — — I 
sin 9i. F ĝi sin Qitj te 
(1 — ecos6;)(1 — ecos6;,;) 
ej = 0... — 8. ， Onti = Oi. 
sin2 7 


2 
于 是 


Qntint+i = Qn--i,j = Qinti — li js 


bruni = bnti, = bintj = big, 


Cn+i,n+-j Cn+i,j — Ci,n+-j Ci,j- 
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我 们 有 如 下 的 结论 . 
定理 12.1.1 ” 设 Qi1Qz…:Qn(n > 4) 是 式 (12.1.1) 所 表示 的 圆锥 曲线 L 的 切 


a cos 0 a sin 0 
多 边 形 , QQ 所 在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 p | 一 一 R] (k= 
1—ecos0, 1 — e cos 0k 

1,2,… ,n),P 是 圆锥 曲线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
QiitiDPQiQi#; = CsitiDPPiPi4; + Cion-iiej-1DPP S a Pags (12.1.2) 
biicjDPQiQi; = Ciicj-1DPP; P, 4 + Ciyxn-Yij DPP; s Pug: (12.1.3) 

s : . = 1 < . 
其 中 当 n 为 奇数 时 , i = 1,2,:- n, 7 = 2,.…: ms ; s n 为 偶数 时 , i = 1,2,- ,n, 


2 
j=2 ,一 1 及 i 一 1,2,… ,3,j 一 他. Droqa; 表示 三 角形 POQ ORA 
面积 , 其 余 类 同 . 


"9 
证 明 ” 设 圆 锥 曲线 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 为 P(r cos9,7sin9)(7 > 0). 因为 
圆锥 曲线 的 参数 方程 为 


_ acos _ asin 
—71-ecos)' "^ I-es 


所 以 
d asin 0 a cos 0(1 — e cos 0) — asin 0 - esin 0 
Pu db (s) _ (1 — e cos 0)2 e — cos 0 
=q a cos 0 ~ —asinb(1 — e cos 0) — a cos  esin0 ^ sin0 
db (Cs) (1 — e cos 0)? 


于 是 由 直线 Qiu aQ; 的 斜率 


e — cosÜi, na 
kQirn_1Q:; — 


sinis 3 
KE Qiu iQ; 的 直线 方程 
(cos0; 4-1 — e)z + sin0; L, —1 ` Y = a. (12.1.4) 
HE QiQiui 的 直线 方程 为 
(cos 0, — e)z + sin 0; - y = a. (12.1.5) 
sÑ (12.1.4) 和 式 (12.1.5) 联 立 , RKE QIQ- Qn 顶点 的 坐标 
Q COS Ci Q Sin Prinz th: Fo: 
i: (ume cum cR === panteri 
2 2 2 2 


D4 0 = 0,xz Bf, yh 不 存在 , 但 式 (12.1.4) 和 (12.1.5) 仍 成 立 . 
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根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


2 (os Pitna —0; E San +) (s Paca c Peng dad — 


i+n-1 +0; i+n-1+0i . Qiti—1—0iti i+j-1+0;+; 
—ar (eos0sin nt 十 全 ui Bini 6i sing) (cos uian mA 5 iti e cos CH 十 Cai gu) 


DrqiQ,; 


2 2 2 
da ass 8i. n-148i "S Oi+j—-1+0i+j "m 0; n-1i-0i T 0:4.;—14 0i; 
2 2 2 2 
十 了 一 dj e " i+j— 0; j 0, n— — i itn- t 
ar (cos PITO sin 9—sin tt Pee cos 9) [co Í Demi — e cos Ptr + 0, 
2 2 2 2 
ip lein Oi +a —1 + 0; — 20 uoa Qitj—1 — Îi+j dbi Oi+j—-1 + 0145 — 20 ss Oi n-i-— 0, 
2 2 2 2 
人 Qiti-1+ 0i. — 20 nM Üicn-i-c Oi _ in Oi+n—1 + 0, — 20 ad 0;+;—1 + 0ixj 
2 2 2 2 
0; L;—-1 + 01. — Qitn-1— bi 
2 


-lar (sn 0;+a—1 + 0; + 0;+;-1 — 0;+; — 20 "E Üixn-1 + 0i + biti — Óicj-1— 2) 


O è 
+ a“ sin 


2 2 

_ lar (sin t1 tôi t On-1— 0 —20 | c Pitia + Oii + 0, — Oiya — 20 
2 2 P) 
i cc E) 

2 2 
Beni + J; + Oitj-i + iqi 00. Pite +O: Beca — Oiti — 20 

2 2 

2 
—ar | cos Gitn-1+ Oicj-1 — 20 sin 8; — 0i. n 0; + 0i. — 20 aiü bi+n-1 — Qiti-1 
2 2 2 2 


T gare (sin 
— T sin 
2 


2 。 
+ a“ sin 


+ are cos ĝ sin 7 i 十 a? sin Pei fig c femi o fs 
=ar c Bei Pa — 22 sin — + cos 0, + Prts — 20 din Üiin-i 5 Arat) 


bj 一 Bin itj — 6, ECHOS 
+ (arecos + a?) (sin Sti T fitnt oog Ha + oog fa Beni jn Oit 2: 


2 2 2 2 
TE 
S 0;,.;--0; — 20 ee Oizn=1 O01 = 20 


2 2 
ww ES, 人 
GP U PQ Qu T Haa ^. egi Pena 
sin — —— sin 一 全 tnr 
2 2 
— E t 
+ (are cos 0--a?) 区 ee — . (12.1.6) 
X 


2(1 — ecos0;)(1 — e cos ĝi+j) DPP; Piz; 
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=ar (cos 0 sin 0; — cos 0, sin 0) (1 — e cos 0, + ;) + a? (cos 0, sin 0;, ; — cos 0, + ; sin 0,) 
+ ar (cos 0; ; sin 0 — sin 0; +; cos 0) (1 — e cos 0;) 
—ar[sin(0; — 0) — sin(0;,; — 0)] + a? sin(0;,.; — 0,) 
十 are[sin(b — 0) cos 0, — sin(0; — 0) cos 0; ;] 
0; + =. — 20 sin 2 E 
+ garelsin(&s s, + 0, — 0) + sin(0;,.; — 0; — 0) — sin(0; + 0;,.; — 0) 
— sin(0; — 0;+; — 6)] 
0; + 0, +; — 20 di 0; — bij 


—2ar cos +a? sin(0;,.; — 0i) 


=2ar cos 2 2 + à? sin(0;,.; — 0i) + are cos 0 sin(0;, ; — 0;) 
Oi + izj —20 . 0i— 0;+; . 8i. — 0, 0; ; — 6; 
—2ar cos rii: bn sin 一 一 一 一 2 十 2(are cos 0 + a2) sin 一 cog o t 
2 2 2 2 
于 是 
0; 十 Oiti — 20 
0 AER? 
Ciiti DPPiPi4; = —ar pt F (arecos0 + a?) cot —32———. (12.1.7) 
sin — s 
2 
同 理 可 得 
TES Bixa-i- atit — 20 
Citn-li+j-1DPp a Paga = — ar o Oii = TES 
g——a 


+ (are cos 0 + a2) cot — frc (12.1.8) 


由 式 (12.1.6). IÑ (12.1.7) 和 式 (12.1.8) 即 得 式 (12.1.2). 
在 式 (12.1.6) 的 证 明 中 , 注意 到 


T (in Oitn-1t0i—20 os fiti- Oiti in gti-1 二 0 一 20 5 Deni — 3 


2 2 2 2 
EM sin Üien-idc Ôi + 0;i+;—1i — izj — 20 _ "S 011 + biti + 0, — 0i 1 — 20 
2 2 2 
iar (n | eh —0i+i-1—20 a 0;;—1+O;+; IA = Üia-i =) 


可 以 证 明 式 (12.1.3) 成 立 . 
12.1.3 ”圆锥 曲线 外 切 n (m > 4) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 的 应 用 


注意 到 圆锥 曲线 都 可 以 化 为 式 (12.1.1) 的 形式 , 由 定理 12.1.1 可 以 得 到 如 下 的 
结论 . 
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定理 12.1.2 W QIQ- Q, (n > 4) 是 圆锥 曲线 切 多 边 形 , Q Qk, 所 在 直线 
与 圆锥 曲线 的 切 点 为 Pi(k = 1,2--- n), 则 

(1) Q.,Q;+;, 已 PH 和 Pyn_1Pi4;-1 所 在 直线 相交 于 一 点 Mij( 图 12.1.5); 

(2) QiQi#j, BPi4;_1 和 Pus a Pug 所 在 直线 相交 于 一 点 Ni; 或 相互 平行 (BH 
相交 于 无 穷 远 点 Nooi;)( 图 12.1.6), 

其 中 当 nij 的 取 值 同 定理 12.1.1. 

WEBB — X PP; 与 Pin_1Pi4;-1 所 在 直线 相交 于 一 点 Mij. 将 DmMyP Paj = 
D Mij Pia P A = 0 Mig RAR (12.1.2) 并 注意 到 a, +; Z 0 fŠ Du,;Q,Q., ; = 0, 
BU Mi 在 直线 QiQi4; E. 从 而 (1) 中 结论 成 立 . 


Q, P; Qi 
图 12.1.6 ”直线 QiQi.;, PiPi+j-1, Pi+n-1Pi+; 的 交点 


类 似 地 , 可 以 证 明 (2) 中 结论 成 立 . 

推论 12.1.1 圆锥 曲线 切 四 边 形 Q18283Q4 的 对 角 线 Q183, Q2Q4 所 在 直 
线 分 别 经 过 它 与 圆锥 曲线 四 个 切 点 所 组 成 的 两 组 直线 P, P, 和 P, P,, P, Ps 和 P, P. 
的 交点 或 分 别 与 这 两 组 直线 平行 . 

证 明 ”在 定理 12.1.2(2) 中 令 n = 4,j = 2, 并 分 别 取 i — 1,2 即 得 . 

定理 12.1.3” 设 8Q182…Qn(n > 4) 是 圆锥 曲线 切 n 边 形 , QkQk+i 所 在 直 
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线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 Pplk — 1,2,… ,m), W 


IQP: Pigi : S Quta Paci Pls = S QUPL a Pept š S Qua PP: (12.1.9 


SP,.QiQi.; i SP, Pas i Paga = SP,,,QiQu; i SPP s aPag-p (12.1.10 


) 
) 
Sp, a aQiQus ` SP 4 APIBUS = SP. 4 39Quj š: Sp, a ABB: (12.1.11) 
SQ.P,Pi+;-i Qus Pas Pus = SQcPusa Pus SQu;P Passo (12.1.12) 
SPQiQu; * SP, 4 a Pasa Pig = S Pirai i SPP. a Pas (12.1.13) 

) 


S Pirai j SP, a PIPIg- = SP,5QiQu; ` EE (12.1.14 


其 中 n,i,j 的 取 值 同 定理 12.1.1. 
证 明 ”将 Q, RAR (12.1.2) 并 化 简 得 
Ciiti DQiPiPi4) = —Ci+n-l,i+j-1DQiPipn-1 Pags (12.1.15) 
同 理 
Gi +i Do PPS = Grnt- D Qiy Pita- Pit (12.1.16) 
(12.1.15) 和 (12.1.16) 两 式 相 除 后 等 式 两 边 取 绝 对 值 , 化 简 即 得 式 (12.1.9). 
类 似 地 , 可 以 证 明 式 (12.1.10)~ 5X (12.1.14). 
定理 12.1.4 (WA 12.1.7) 设 Q182…Qn(n 2 4) 是 圆锥 曲线 切 多 边 形 ， 
QkQk+1 所 在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 Pplk = 1,2,--- ,m), Piu M Pis a Puja 
所 在 直线 相交 于 点 Mi;,P, P, ;- i 和 Pyn_1Pi4; 所 在 直线 相交 于 点 Ni;, W Qi, 
Qi Mij, Ni 四 点 共 线 (其 中 当 n,i,j 的 取 值 同 定理 12.1.1). 


N 


g 


Qi Pi Qiri 
12.1.7 Qi, Qi+j, Qu, Ni 四 点 共 线 
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证 明 ”如 图 12.1.7 所 示 . 由 定理 12.1.2 知 Qi, Qij, Mig 和 Qi, Qiu, Ni 均 
三 点 共 线 , 从 而 Qi, Qij, Mig, Ni 四 点 共 线 . 

定理 12.1.5(Brianchon 定理 )” 设 QQ: -Qs 是 二 次 曲线 外 切 六 边 形 ， 则 
QIQ Qe 的 三 对 对 顶点 的 连 线 QiQ4、Q2Q5 和 QQ 所 在 的 三 条 直线 相交 于 
—g. 

证 明 ”如 图 12.1.8 所 示 . 设 QiQ4 与 QoQs 所 在 直线 的 交点 为 G, ÆR (12.1.2) 
中 令 n = 6,j=3 K Deog, = Dego; = 0, 并 分 别 取 i= 1,2,3, 得 


c1,4DGpPiP + ce,3DaPsps = 0, (12.1.17) 
c2,5 DGP P, + c14DGp, p, = 0, (12.1.18) 
a3,6.DGQsQs = C3,6DGPsPs + €2,5DGP; Ps. (12.1.19) 


x (12.1.19) 一 (12.1.14) 十 (12.1.18) 并 注意 到 DG p, p, = — DP, Ps, c3,6 = c6,3 及 as 6 Z 
0, 得 Dego, = 0, B| G 在 直线 Qa3Qe E, 从 而 Q104, QoQs 和 Qs3Qe 所 在 的 三 条 
直线 相交 于 一 点 . 


Qs Qi 


Q 
图 12.1.8 Brianchon 定理 


定理 12.1.6(Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 四 边 形 的 情形 ) W QiQzQsQa 
是 圆锥 曲线 外 切 四 边 形 , P 是 它 的 边 Q Qua (k = 1,2,3,4) 与 二 次 曲线 的 切 点 , 则 
四 边 形 QiQ»QasQa 的 两 条 对 角 线 Qi Qs, QoQa. 所 在 的 两 条 直线 和 二 次 曲线 的 四 个 
切 点 所 组 成 的 两 条 直线 P, Ps, P, P, 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 12.1.9 所 示 . W PP, PP 所 在 直线 的 交点 为 G, ÆR (12.1.2) 
HS n = 4,j = 2 K Dapp, = Dop,p, 7 0, 8 aiiiDGQ;Qu, = Oli = 1,2). 注意 
到 aii+2 Z 0, 故 Doq,q, a = 0(i = 1,2), BI G Æ Q1Qs M QoQ4 所 在 直线 上 , 从 而 
Q1Qs, Q2Q4 所 在 的 两 条 直线 和 P, Ps, P, P, 所 在 的 两 条 直线 相交 于 一 点 . 
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Qi P, Q 


Q 5 T 


图 12.1.9 圆锥 曲线 外 切 四 边 形 中 的 Brianchon 定理 


12.2 ”圆锥 曲线 外 切 mn(m, n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定 
理 及 应 用 


在 11.1 rh, 我 们 得 出 了 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 mn(m. n > 2) 边 形 中 有 向 面 
积 的 定 值 定 理 , 本 节 主 要 利用 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 和 有 向 面积 定 值 法 , 探讨 圆锥 
曲线 外 切 mm(m,n > 2) 边 形 中 对 角 线 三 角形 和 切 点 线 三 角形 之 间 的 关系 , 得 出 相 
应 的 定 值 定理 . 从 而 使 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 mn(m, n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 
值 定理 得 到 统一 . 

首先 , 得 出 圆锥 曲线 外 切 mm(m,n > 2) 边 形 中 有 关 对 角 线 三 角形 和 切 点 线 三 
角形 有 向 面积 的 定 值 定理 ; 其 次 , 根据 定 值 定理 得 出 圆锥 曲线 外 切 mn (m, n > 2) 边 
形 中 的 共 点 线 定理 、 共 线 点 定理 、 等 积 定理 和 著名 的 Brianchon 定理 等 结论 . 这 些 
定 值 定理 也 可 以 看 成 是 Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 mn(m, n > 2) 形 中 的 推广 ， 
可 见 定 值 定理 的 涵盖 面 十 分 广泛 . 


12.2.1 ”圆锥 曲线 外 切 mm(m,n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 
记 
Qi i+j 一 


2 (os Mime — 0, Sa fremd + °) (os faji 0; +; = ets — =) 


Oi. ;-1 — 0, zi bij — 6; 
_ (1— ecos0;)(1 — ecos6;,.;) 
= Bus , 

1 2 yj t 

sin 5 


Cij 


Omn+i = 6i, (12.2.1) 
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Té Ümn-Fi,mn-4j — Qmn-i,j = Qi,mn-4j 二 li j, Cmn-Fi,mn4-j — €mn-4i,j = Cimnti — Ci,j- 


我 们 有 如 下 的 定理 
定理 12.2.1 W 8182…Qmn (mn > 4, m > 2) ÆR (12.1.1) 所 表示 的 圆 
MAR L HEUG, QQ 所 在 直线 与 国 锥 曲线 的 切 点 为 P (005 


1 — ecos ñ, ` 


in 0 
DEDE | (E— 1,2, mn), P 是 其 上 任意 一 点 , 则 
1 — e cos Ôk 
n-Fio—1 f 
b» (-1y79*!ai | DPQ Qu 
i—io 


—(-1) 6 is—1ndtápri-tDBB u -i Peti 
= Cio+mn—1,io+j-1DPPigtmn—1 Piot- 1? (12.2.2) 
HP 1 < ¿ç < mn, j= 2,3 .… ,mm — 1. 
证 明 ”由 式 (12.1.2) 可 得 


QiitiDPQiQi4; = Cijitj DPP; Pips + Ci+mn—1,i+j—-1DPPi}mn-1Pi4j 
(i = 12,553 mm; j —-2,8, e , n), 


从 而 


n.-Fig—1 
B E tl 0. 
5 ; ( 1) G¿i+jDpQ.Q..; 
i=io 
n+io—1 
m i—io4-1 
LS 5 : (=1) ° Ci i+j DPP; Pir; 
?一 20 
n4-ig—1 
i—io4-1 
T 5 [—-1) š: Ci--mn—1,4-j-1D PP; mn a Pag 
¿=o 
n-rFig—1 7 十 ?0 一 2 
= i—iotl.. |. i—io+2, 
= > (—1) T e DPP Pag t 1 (-1)" "^ "einn ay PP uu Pu 
i—io i—ig—1 
n-rig—2 
—Hf 255 ' š " 1 一 io 十 1 
=( 1) Cn-Fig—1,n4Hio4-j-1D PP, Lay Pa yio+3-1 T > cr 1 Cii DPP; Pigg 
i=io 
n4-io—2 
— T Y iyt. 
Cio+mn—1,i0o+j-1DPPio4mn- 1 Pig4-j-1 本 (=1) ° Ci--mn,i4-j DPP, us Pi+j 
i=io 
EN n . T 
=(—1) Cn+io—ln+io+j-1D PP, L4 1Papiorii E Cio--mn-Ljg-j—1 D PP, 4mn Pagi) 


定理 12.2.2 W QIQ- Qon (n > 2) ÆR (12.1.1) 所 表示 的 圆锥 曲线 L 的 切 
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多 边 形 , UQ 所 在 直线 与 加 链 曲 线 的 切 点 为 p. ( 580. ) = 
1,2,.… n), P 是 圆锥 曲线 所 在 平面 上 任意 一 点 , WI 
(1) 4 n 为 奇数 时 ， 


» (-1)'ai;.n DPQiQu. = 0, (12.2.3) 


s=1 
(2) 35 n WRAN, 
n4d-io—1 29 
>` (1) 0t ai a Dpq.Q.,, = 2Cn+io—1,2n+i0—-1DPPatio-1Pan+io-1? (12.2.4) 
i=io 
HP 1 < io < 2n, j =2,3 --: ,2m — 1. 
证 明 ÆR (12.2.1) PẸ m = 2, j = n 并 注意 到 


Dpb ai .tla T =Dpp,4s iPntio iR Cantio—lntio—1 = Cn 十 io 一 1,2m 十 io 一 1， 


即 得 (12.2.3) 和 (12.2.4) 两 式 . 
12.2.2 ”圆锥 曲线 外 切 mn (m, n > 2) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 的 应 用 

由 于 坐标 系 的 选择 不 同 , 11.2 节 中 相应 的 结论 并 不 能 作为 本 节 定 理 12.2.1 和 
定理 12.2.2 的 直接 推论 . 但 注意 到 圆锥 曲线 都 可 以 化 为 式 (12.1.1) 的 形式 , 由 定理 
12.2.1 和 定理 12.2.2 得 

定理 12.2.3 W QiQ:…:Q2n(n 为 奇数 ) 是 圆锥 曲线 外 切 2n 边 形 , S Qi 
Q2 ° Qo 的 TL 对 对 顶点 的 连 线 Q1Qnt+1,Q2Qnt2, sss , QAQA 所 在 的 TL 条 直线 相 
交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 这 n 条 直线 中 共有 n 一 1 条 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 12.2.1 所 示 . 必要 性 显然 , 现 证 充分 性 . 不 妨 设 Qi Q, 1, Q2Q, 2, 
… ,Qn_1Q2n-1 所 在 的 n 一 1 条 直线 相交 于 G 点 . 注意 到 Daga = Deni = 
… = Doo, Qa A = 0 及 ann #0, 由 式 (12.2.3) 得 Deg Qm = 0. Bl G 在 直线 
QnQ2zn 上 , 从 而 直线 Q1Qn+1:Q2Qn427 ,QnQ2n 相交 于 G A. 

Quri 


Qni 2 


图 1221 ”圆锥 曲线 外 切 2n 边 形 对 角 线 共 点 
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定理 12.2.4(Brianchon 定理 ) 设 QiQ2:: Qa 是 圆锥 曲线 切 六 边 形 ， 则 
Q1Q2…… Qe 三 对 对 顶点 的 连 线 Q184, QoQs 和 QsQs 所 在 直线 相交 于 一 点 . 
证 明 ”如 图 12.2.2 Br. 在 定理 12.2.3 FS n = 3 并 注意 到 圆锥 曲线 外 切 六 
边 形 任 意 两 对 对 顶点 的 连 线 所 在 直线 相交 于 一 点 即 得 . 
Q; 


Qs Qi 


Q: 
图 12.2.2 Brianchon 定理 


EH 12.2.5 VW QiQs --- Qo (n 为 偶数 ) 是 圆锥 曲线 外 切 2n JÉ, Qi.Qk41 所 
在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 Pplk = 12,… ,2n). 若 对 任意 的 ie (1,2,-.. ,n), 两 
相对 切 点 的 连 线 P, P, 及 该 外 切 2n 边 形 n 对 对 顶点 的 连 线 Q1Qn41,8Q2Qnt2,… , 
QnQ2n 所 在 的 n4-1 条 直线 中 都 有 n 条 相交 于 一 点 , 则 Qinti, QoQnuas, ;QnQ2n 
K P.P, Ps P,yo,: > , P, Px. 所 在 的 2n 条 直线 相交 于 一 点 . 

证 明 “对 任意 整数 io (1 < do < n), HÑ (12.2.4), 仿 定理 12.2.3 可 以 证 明 
Qi1Qn+t1;Q2Qn42，… ;QnQ2n 及 Putio_1Pontio-1 所 在 直线 相交 于 一 点 . 即 知 定理 
12.2.5 结论 成 立 . 

定理 12.2.6(Brianchon 定理 在 圆锥 切 四 边 形 中 的 情形 ) E QQQ, ÆN 
锥 曲线 切 四 边 形 , P. 是 QkQ 所 在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 (k = 1,2,3,4), 则 四 
边 形 8Q18283Q4 的 两 条 对 角 线 Q183, 8Q2Q4 所 在 直线 和 圆锥 曲线 四 个 切 点 所 组 成 
的 两 条 直线 P, Ps, P, P, 相交 于 一 点 . 

WEB] ”如 图 12.2.3 所 示 . 在 定理 12.2.4 PS n = 2 并 注意 到 圆锥 曲线 外 切 四 
边 形 的 两 对 角 线 所 在 直线 与 两 相对 切 点 所 在 直线 相交 于 一 点 即 得 . 

定理 12.2.7 QIQ- Qe 是 圆锥 曲线 外 切 六 边 形 , 则 


SqQiQusQues SQuiQuaQus S SQiQiaqQus s SQiQuaQua (i = 1,2,.… ,6). (12.2.5) 
证 明 ”在 定理 12.2.2(1) PE n = 3, 并 分 别 将 Qi;42, Qis RAR (12.2.3) 得 
Gi,i43DQi2QiQis T Gi iiA DQiaQ; +H1Qit+4? (12.2.6) 


Giiie3DQisQiQus = Qit1,it+4 Do. isQuaQua: (12.2.7) 
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(12.2.6) 和 (12.2.7) 两 式 相 除 后 等 式 两 边 取 绝对 值 并 化 简 , 即 得 式 (12.2.5). 


Q, 
图 12.2.3 ”圆锥 切 四 边 形 中 的 Brianchon 定理 


定理 12.2.8 WZ Q182Q3Q4 是 圆锥 外 切 四 边 形 , P. 是 Q Qk, 1 所 在 直线 与 
圆锥 曲线 的 切 点 (k = 1,2,3,4), 则 


SP,Q2Qs ` SP,Q2QI = SP;Q;Q. .9PlQiQa， (12.2.8) 
Sp.QiQs : SPQoQ4 = S P,QsQi SPQ (12.2.9) 
SQ2Q1Qs ` SQ. P; P. = SQ Ps Ps ` 5QuQ1Qs: (12.2.10) 
SQ1Q2Q4 ` Qu Ps P, = Sq. P;P,. ` Q395Q4; (12.2.11) 
SQ1Q2Q4 ` SqsP, P, = SQ. Pi Ps ` SQ2Q3Qa> (12.2.12) 
SQ.Q.Qs ` SQ. P, Ps = Sos P. Ps ` SQ1Q3Q4: (12.2.13) 


证 明 ”在 定理 12.2.2 PR n = 2, 仿 定 理 12.27 证 明 可 得 式 (12.2.8) 式 
(12.2.13). 


12.3 圆锥 曲线 外 切 2n + 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 
定 值 定理 及 应 用 


在 11.3 节 中 , 我 们 得 到 了 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 五 边 形 和 一 般 的 2 二 1(" > 1) 
边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 . 本 节 主 要 利用 圆锥 曲线 的 极 坐标 方程 和 有 向 面积 定 
值 法 , 探讨 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 和 一 般 的 2n + 1(n > 1) 边 形 中 对 角 线 三 角形 和 切 
项 线 三 角形 之 间 的 关系 , 从 而 使 各 类 二 次 曲线 曲线 外 切 2n + 1(n > 1) 边 形 中 有 向 
面积 的 定 值 定理 得 到 统一 . 

首先 , 给 出 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 和 一 般 的 2n + 1 边 形 中 有 关 对 角 线 三 角形 和 
切 顶 线 三 角形 有 向 面积 的 定 值 定理 ; 其 次 根据 定 值 定理 得 出 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 和 
一 般 的 外 切 2n + 1(n 2 1) 边 形 中 的 共 点 线 定理 、 共 线 点 定理 、 等 积 定理 等 结论 . 这 
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些 定 值 定理 也 可 以 看 成 是 Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 三 角形 和 外 切 五 边 型 中 
的 情形 的 推广 , 可 见 定 值 定理 的 涵盖 面 十 分 广泛 . 
12.3.1 ”圆锥 曲线 外 切 2n 十 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 

定理 12.3.1 Qi Qo Qoi ÆR (12.1.1) 所 表示 的 圆锥 曲线 L 的 切 多 边 
形 , QWQ 所 在 直线 与 鸭 锥 曲线 L MDADA (7 ) (= 
1,2,:… ,2n + 1), P 是 圆锥 曲线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 


2n+1 
Y hiitn+1DPP:Qi4ny1 = 0, (12.3.1) 


i=1 


其 中 


0i s — bi 0; 0. 
(1 — e cos 0;) c m E — ecos 2) 
B nce 
¿,i+n+1 s; i.n —0; . Üicnai — ĝi 
sin — cupo 


025431447 bi, Qon ii = Qi- 


证 明 ” 设 圆 锥 曲线 所 在 平面 任意 一 点 的 坐标 为 P(r cos9,7sin9)(r > 0). 圆锥 
曲线 的 参数 方程 


Tans a, cos 0 "s= asin 0 


 1-— ecos0 1 — ecos 0' 


所 以 


d asin 0 acos0(1 — e cos 0) — asin - esin 0 

j 3 1 oos) u (1 — e cos 0)2 e — cos 0 

je d a cos 0 ^ —asin0(1 —ecos0) —acos@-esin0 sin 
d0 7) (1 — e cos 0)2 


于 是 由 直线 Qi+znQi 的 斜率 


€ — Cos OH2n 
koianei = —— ^ 


sin 0; 25 
求 得 Qi+znQ@Qi 的 直线 方程 

(cos biton — e)z + sinO;42, ` Y = a, (12.3.2) 
同 理 QQ 的 直线 方程 为 


(cos 0; — e)z + sin 9; - y = a. (12.3.3) 
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A (12.3.2) 和 式 (12.3.3) 联 立 , 求 得 QIQ Qn 顶点 的 坐标 


à cos firan E +ô: asin Piton + 0, 
Qi Qit2n — 6; _ P; ən, + 0i" fiyn — bi biton + Oi 
dT SS dioe s wa 


(i=1,2,.… ,2m + 1). 
根据 三 角形 有 向 面积 公式 得 


lae Bia + Ë 
dii 00nd (cos Sem Miara z ecos Sin Tei) i NN 


| Pia — 6, Digs +, 
=ar (cos 0 sin 0, — cos 0, sin 0) c 一 ecos — ) 


Ne a ET 
+a? CD din ER m o gin s cog im. ETEL 


0i n 0; n : d 。 0, 0, 
十 ar (cos Per eet sing — cos sin ee tiesi) (1 — e cos 0;) 


=ar (ste. 二 的 二 二 Ce as — 


2 2 
i+n 0, T 一 2 i 
T ethene 
i+n 0, = 20 ; n 
T are (sn Tam Pet 528 cos 0; — sin(0; — 0) cos Gitn + Oitnt1 rient ) 
Lar (at ES — utani 99 | 28 - Oron — Ban — 30 
2 2 5 
—2 sin — 
2 
+ ana [sia Pepa HERR OU auo Blaeu I 
- 2 
一 tre sin Bin + Oitnti +20; — 20 + sin 26; — Bien — Oitnt1— 20 
2 2 2 
-— ra Pisa — fü 


—ar | cos Oi + Oi — 20 sin Oi — Óicni + cos Oi + Oi eni — 20 sin 0; m biin 
Tet Pee 2 EN Bak Bana 38 
=ar c i im. sin 8i — bitnyi Oi + hitntl— 20 sin 9i — pan) 


+ are cos 0 sin 


2 2 + cos 2 2 


+ (are cos 0 + a?) (sn Pm B 6, cos Tanti fs mL. + cos Tn P 6, sin Tanti fh = 2 ; 
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于 是 


0i. + 0; — 20 bi+n+1 + 0, — 20 
一 


1 2 2 
aiaa ee EL 
SHE x SIl——-——.——— 


2 2 
i »,—Üi i T =h 
(are cos 0 + a?) (ot Sech +cot — . (12.3.4) 


cos 


由 于 


2n+1 
0, + — ĝi i n — 6i 
P» "rd 


— 0; 
= trim o» (tina cob teta i 


2n4-1 


4. > co ob him UR Y co fimt = i 


i=n+1 i=n+1 


"p m 3 uk Y» Qm — U£ = M 8; — S uma 


— 0,41 On41 一 Q2n41 
+ cot 一 一 一 一 一 一 十 cot 8 Ee n cot ————— —- 
> : 


同 理 


人 Qitn — 20 -— Üin41 + 0, — 20 
s belit = S= S 
Gitn — bi 0 


= sin eA sin Psi fs 
从 而 式 (12.3.2) 成 立 中 . 


定理 123.2 ” 设 99a…Qs 是 圆锥 曲线 p= — (a > 0,e > 0) 的 外 切 


五 边 形 , Q.Q. 所 在 直线 与 圆锥 昌 线 的 切 点 为 P (1980. 8A) (k= 
l—ecos0, 1 -— ecosÓ, 
. ,5),P 是 圆锥 曲线 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
hiit3DPEBQs = gíis2DPQiQua Y lithipa DPO = 1,2,.… ,5), (12.3.5) 


H bips = bi, Qits = Qi 


@ 4 0 = 0,x 时 , yy, 不 存在 , 但 方程 (12.3.2) 和 (12.3.3) 仍 成 立 . 
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证 明 ER (12.1.6) 中 令 —5,j = 2, 并 注意 到 gi; = ai;/2, 得 


0; 0, — 20 0, 0i+1 — 20 
1 cos =+? E cogs SAt n 
gii«2DPQiQus = — ud — Bia — Ui * Ga 
sin UY E sin Ex ue 


1 as,  _ a= 6, 
+ s (are cos 0 + a2) c -— n + cot dancer) . (12.3.6) 


LER (12.1.6) 中 先 以 ;上 +1L 代 再 令 n = 5,5 = 3, 并 注意 到 gi; = aij/2, 得 


i cu bita tbii — 20 ou 0; + 0it+3 — 20 

ira E 2 vM = 
gi YixADPQi Qu ge 一 EE a wmm 
sin 一 = sin 一 一 一 

2 2 
1 0, 4 — bi 0.3 — 0, 
+ s (are cos 0 + a?) (eot — Hei m2 |, (1213.7) 
TEX (12.3.4) Fn = 2, 得 

i - 0.2 + 0; — 20 dim i+3 + 0; — 20 

y zi 2 
hiirsDPPiQits 2^7 . 0i+2 — 0i r Qit3 — 0, 
sn— sin— 


1 i+2 — Oi Qit3 — 6i 
T s (are cos 0 + a2) c diva — 6i + cot — , (12.3.8) 


由 式 (12.3.6)—.(12.3.8) 知 式 (12.3.8) 成 立 . 
12.3.2 ”圆锥 曲线 外 切 2n 十 1(n > 1) 边 形 中 有 向 面积 的 定 值 定理 的 应 用 

由 于 坐标 系 的 选择 不 同 , RA ( 即 e = 0) 的 情形 外 , 11.3 节 中 相应 的 结论 并 不 
能 作为 定理 12.3.1 的 直接 推论 . 但 注意 到 圆锥 曲线 都 可 以 化 为 式 (12.1.1) 的 形式 ， 
由 定理 12.3.1 和 定理 12.3.2 得 出 的 如 下 统一 的 结论 . 

定理 12.3.3” 设 QQQ; 是 圆锥 曲线 的 外 切 三 角形 , Q;Qi41 所 在 直线 与 圆锥 
曲线 的 切 点 为 P,(i = 1,2,3),Mi, Mo 是 P;Qiuo 所 在 直线 上 任意 两 点 , W 

SMP. iQi ` SM2 P42Qit1 z SM Pi42Qiti i SM;P. Qi ( = 1,2,3). (12.3.9) 
WA $n = 1, 对 Mi, M> 分 别 利 用 式 (12.1.1) 得 


hizi DM: P, iQ, = —hixzidiDMi PjjsQiuis (12.3.10) 
hi1, Du, P, iQ, = —hit2it1DM2Pi42Qir1) (12.3.11) 


故 若 9MaPiliQ， 一 MaPiaQiti =0, X (12.3.9) 显然 成 立 ; 若 SMs;P, iQ; 及 SM; P, 2Qii: 
均 不 为 零 , zÑ (12.3.10)+ 5X (12.3.11) 后 等 式 两 边 取 绝对 值 并 化 简 , 即 得 式 (12.3.9). 
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定理 12.3.4 W QQ- Qmp 是 圆锥 曲线 外 切 2n + 1 VIE, QiQi 所 
在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 Pili = 1,2,… ,2n +1), WR QQ Qon A 中 形 如 
PQirntl 的 2n +1 条 切 顶 线 所 在 直线 中 有 2n 条 相交 于 一 点 , 则 这 2n + 1 条 切 顶 
线 所 在 直线 相交 于 一 点 . 


证 明 ”如 图 12.3.1 所 示 . 不 妨 设 PQnyz, 忆 Qn43,… Py Q, 所 在 直线 相交 
T G 点 ,将 Dopo. =DoGpewws 二"… = Dop,Q, = 0 R G RAR (12.3.1) 得 
PortHln+HiDePsiewil = 0. 由 于 honin 关 0, 所 以 Don iQ, uu = 0. BIG Æ 
已 HLQn+l 所 在 直线 上 , 从 而 P,Q, 2, P2Quas Poa P, Pontin 所 在 直线 相 
交 于 一 点 . 


定理 12.3.5(Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 三 角形 中 的 情形 ) W. Q1Q2Q3 
是 二 次 曲线 外 切 三 角形 ，Q182，Q@2Q3, PQ 所 在 直线 与 二 次 曲线 的 切 点 分 别 为 
P., P>, Ps, 则 Qu Qo Qs 的 三 条 切 顶 线 PiP, P,Qi, PQ 相交 于 一 点 . 


Qiu 


Q; P, Qi 


图 12.3.3. 圆锥 曲线 外 切 2n + 1 边 形 对 角 线 的 共 点 的 条 件 


证 明 ”如 图 12.3.2 所 示 . 注意 到 二 次 曲线 外 切 三 角形 的 任意 两 条 切 顶 线 所 在 
直线 相交 于 一 点 , 由 定理 12.3.4 即 知 PQs, P2Q1, QsQ。 所 在 直线 相交 于 一 点 . 


Q 
图 12.3.2 ”圆锥 曲线 外 切 三 角形 中 的 Brianchon 定理 


定理 12.3.6 W QiQs Qs 是 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 , Q.Q,, , 所 在 直线 与 圆 
锥 曲线 的 切 点 为 P.G = 1,2,---,5), Mi, Mo, Mi, No, Ni, Ro 分 别 是 P;Qius QiQiio, 
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Qiu1Qiu4 上 任意 两 点 , 则 


SMiQiQua S Byte ava Ex SMiQiiQua I SM;QiQua (i —12,..- ,5). (12.3.12) 
SN PLQ a ` SN: Qa Qipa = SEQQ f I N2PiQi43 (i —-12,.-- ,5), (12.3.13) 
SR PQs $ SR2QiQi42 zm SnqiQis j SR;P;Qus (i =1,2, =: : ,9). (12.3.14) 


证 明 ”根据 式 (12.3.5), 仿 定理 12.3.3 可 以 证 明 式 (12.3.12) (12.3.14) 成 立 . 

定理 12.3.7(Brianchon 定理 在 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 中 的 情形 )” 设 Qi1Q2:…Qs 
是 圆锥 曲线 外 切 五 边 形 , QiQiua 所 在 直线 与 圆锥 曲线 的 切 点 为 P.G = 1,2,:… ,5), 
则 切 顶 线 P;Qi..3 和 对 角 线 QiQi42, Qa Qi (i = 1,2,… ,5) 所 在 直线 相交 于 一 点 . 

证 明 “如 图 12.3.3 所 示 . 显然 对 角 线 Q;Qi42, Qi+1Qi+4 所 在 直线 相交 , 设 此 交 
EUN Mi, 将 DM,e;8i4s = DMiQuiQua 70 及 M, RAR (12.3.5) 得 hi i43 DM: PiQas 
= 0. 注意 到 hiis Z 0 8 Du,,p,Q I =0 = 1,2,- ,5), Bl M; 在 直线 P;Qiua E, 
从 而 切 顶 线 P,Q; s 和 对 角 线 QiQius Qi iQ; I 所 在 直线 相交 于 一 点 . 


Qua 


12.3.3 ”圆锥 曲线 外 切 五 角形 中 的 Brianchon 定理 
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